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Zur Konzeption der Vorlesung

Inhalte der Vorlesung. In dieser Vorlesung werden wir Methoden kennenlernen,
mit denen man nichtlineare Probleme aus der Analysis studieren kann. Die wichtigsten
Werkzeuge sind dabei

e Implizite Funktionen

Fixpunktsétze

Reduktionsmethoden

Der Abbildungsgrad
e Verzweigungstheorie

Man kann diese Methoden auch einteilen in lokale und globale Methoden. Das funda-
mentale Werkzeug der lokalen Theorie sind die Impliziten Funktionen, sie liefern eine
Reduktionsmethode (Ljapunov-Schmidt), und die lokale Verzweigungstheorie basiert
groftenteils auf den Impliziten Funktionen. Das fundamentale Werkzeug der globalen
Theorie ist der Abbildungsgrad. Mit ihm konnen Fixpunktsidtze und globale Verzwei-
gungsresultate abgeleitet werden. Die Trennung ist allerdings nicht scharf, oft werden
verschiedene Methoden kombiniert.

Ein anderer Einteilungsversuch wire der nach den getroffenen Aussagen. Die meisten
unserer Aussagen betreffen die Existenz. Fiir eine nichtlineare Gleichung

F(u)=0

mit F': X — Y, XY Banachrdume, zeigen wir die Existenz einer Losung v € X.
Dies ist eine typische Aussage in all den obigen Methoden. Fiir uns liegt dann das
Interesse darin, wie wir eine gegebene Anwendung (z.B. eine Differenzialgleichung) in
die obige Form bringen, also: Was wéhlen wir als F', was als u? Oft noch wichtiger:
Welche Raume X, Y sind geeignet? Was fiir eine Struktur hat F, damit wir etwas
aussagen konnen?

Die Existenzaussage gewinnt an Wichtigkeit, wenn sie auf einer konstruktiven Me-
thode basiert. Dann kann man z.B. numerische Verfahren ableiten. Andere Aussagen
betreffen: Struktur der Losungsmenge, Qualitative Eigenschaften der Losungen, Stabi-
litét, Regularitdat oder stetige Abhéngigkeit von Daten.

Zum Namen der Vorlesung. Der Titel “Nichtlineare Analysis” ist nicht standard,
es ist auch fiir Experten nicht unbedingt klar, welche Themen in eine solche Vorlesung
gehoren. Eher standardisiert ist der Name “Nichtlineare Funktionalanalysis”. Diese
Vorlesung orientiert sich an einer typischen Stoffauswahl fiir Nichtlineare Funktional-
analysis, ist aber so konzipiert, dass weder die Vorlesung “Lineare Funktionalanalysis”
noch “Partielle Differenzialgleichungen” vorausgesetzt wird. Insbesondere werden als
Anwendungen gewohnliche Differenzialgleichungen betrachtet und keine partiellen Dif-
ferenzialgleichungen — oder zumindest nur selten ;-)



Der Satz iiber Implizite Funktionen im Banachraum erlaubt folgendes Vorgehen.
Wir betrachten die parameterabhéngige Differenzialgleichung 0yu = fi(u) auf einem
Zeitintervall [0, 7] mit festen Startwerten ug. Wir konnen wu als Nullstelle einer Glei-
chung im Banachraum auffassen:

X = {u € C’l([O,T],R")m(O) = u0}7
F:X xR (u,\) = F(u,\) := 0u— f(u,\) €Y :=C°[0,T],R").

Angenommen, fiir A = 0 haben wir eine Losung u° gegeben, also F'(u",0) = 0. Dann
kénnen wir versuchen, mit dem Satz {iber Implizite Funktionen aufzulésen. Wir fin-
den dann fiir kleine A € R Nullstellen v* € X mit F(u*,\) = 0, also Losungen der
Differenzialgleichung zu A # 0.

Der Abbildungsgrad ordnet einer stetigen Funktion f : R™ D 2 — R"™ und einem
Wert yo € R" eine ganze Zahl zu,

d(f,Q,yo) € Z.

Diese Zahl sieht die topologischen Eigenschaften von f, in dem Sinne, dass eine kleine
(genauer: eine C°-kleine) Sérung von f denselben Abbildungsgrad hat. Weitere Eigen-
schaften: 1.) der Grad hangt nur von den Werten am Rand ab, also von f|aq und 2.) der
Grad der Identitat ist 1 fir yo € Q. Das Liosungskriterium besagt: Falls d(f, Q,yo) # 0,
so gibt es einen Punkt x € Q mit f(z) = yo.

Anwendung: Sei f : R® D B;(0) — R™ stetig mit f|op,(0) = id|ss, (o). Dann hat f
eine Nullstelle. Bemerkung: Im Falle n = 1 ist dies gerade der Zwischenwertsatz.

Beweis: d(f, B1(0),0) = d(id, B1(0),0) = 1 wegen der Unabhéngigkeit von den Wer-
ten im Inneren und wegen der Normalisierung. Das Losungskriterium schlie8lich liefert,
dass f eine Nullstelle hat.

Die Verzweigungstheorie beschiftigt sich im einfachsten Fall mit dem Problem,
die Nullstellenmenge von

FIRxR=R, f(\z)=a\+g(z,\)

zu bestimmen, wo g quadratisch in x ist.

Antwort in diesem Fall: Fiir ¢ = 0 ist die Nullstellenmenge ein Kreuz in R2, d.h.
fir A # 0 ist die einzige Nullstelle von f(.,A) die Null, fiir A = 0 sind alle z € R
Nullstellen von f(.,A). Der Effekt von g sollte in der Nihe von (x,\) = (0,0) klein
sein. Wir erwarten also (und dies wird in Teil 3 der Vorlesung auch bestétigt), dass die
Nullstellen in der Néhe der 0 wieder topologisch die Form eines Kreuzes haben.

Anwendung: Differenzialgleichungen. In dieser Vorlesung betrachten wir Dif-
ferenzialgleichungen als die Anwendung der entwickelten Methoden. Wir messen die
Stédrke der Theorie daran, wie schnell oder wie elegant sie uns einen Zugang zu Aussa-
gen iiber Differenzialgleichungen gestattet, und ob sie uns ein tieferes Versténdnis von
Differenzialgleichungen gewéhrt.



Teil I.
Der Abbildungsgrad



1. Beschreibung des Abbildungsgrades

Der Abbildungsgrad soll zu einer Funktion f : G — Y und einem Bildpunkt ¢y, € Y
eine Zahl d(f, G, yo) € Z liefern. Diese Zahl soll etwas iiber die Existenz von Losungen
x € G der Gleichung f(x) = yo aussagen.

1.1. Einfiihrung, topologische Begriffe, Windungszahl

In einer Dimension: Der Zwischenwertsatz

Betrachte stetige f : [a,b] — R. Falls sgn(f(a)) # sgn(f (b)) gilt, dann hat die Gleichung

f(z) =0

eine Losung = € (a,b).
Man konnte so formulieren: Bilde die Zahl

1 1

d = 5sgn(f(b)) — gsen(f(a)). (1.1)

Der Zwischenwertsatz besagt: Wenn d # 0, dann hat die Gleichung f(z) = 0 eine
Losung.

Man kann die Zahl d auch anders ausdriicken. Wir wollen mit d die Anzahl der
Nullstellen mit Vorzeichen zéhlen. Dazu bilden wir

i= Y sen(f(a). (12)
z€(a,b),f(z)=0

Dies ist sinnvoll méglich, falls f € C! und 0 ein regulidrer Wert von f ist, wenn es also
kein = € (a,b) gibt mit f(x) =0 und f'(z) = 0.
Das d € Z aus (1.1) ist genau der Abbildungsgrad im Eindimensionalen.

1) d héngt nur von den Werten von f am Rand 9d(a,b) ab
2) d ist ganzzahlig
)

3

Losungskriterium: Falls d # 0 hat jedes f mit diesen Randwerten eine Losung

(
(
(
(4) d zdhlt die Nullstellen mit Vorzeichen

Wichtiger Punkt: f mit d = 0 kann sehr wohl Nullstellen haben.
Homotopie: Wir bemerken, dass jede stetige Deformation von f (bei der die End-
punkte nie die Null treffen) die Zahl d unveréndert lésst.



In zwei Dimensionen: Die Windungszahl

Ein Weg im R? ist eine stetige Abbildung g : [0, L] — R?. Der Weg heifit geschlossen,
falls g(L) = ¢(0). Durch Reparametrisierung kénnen wir das Intervall normieren und
nur Wege g : [0, 27| — R? betrachten.

Zwei Wege g : [0,27] — R? und g; : [0,27] — R? konnen homotop sein: Wir
schreiben gy ~ g1, falls es eine stetige Abbildung h : [0,27] x [0,1] — R? gibt mit
h(.,0) = go und h(.,1) = ¢;.

Geschlossene Wege mit gleichem FuBpunkt ¢o(0) = ¢1(0) konnen aneinandergesetzt
werden: Wir schreiben go * g; : [0,27] — R? fiir den Weg g, der definiert ist durch:
g(x) = go(22) fiir x € [0, 7] und g(x) = g1 (7 + 2(x — 7)) fiir x € [, 1].

Liftung. Zu jedem geschlossenen Weg ¢ : [0,27] — R? \ {0} existiert eine stetige
Winkelvariable © : [0, 27] — R, so dass sich der Weg schreiben lésst als

g(x) = |g(x)|(cos(O(x)), sin(O(x))) (1.3)

Der Winkel ist nur bis auf Vielfache von 27 eindeutig. Allerdings ist die Funk-
tion © eindeutig bestimmt, sobald man sich fiir einen Winkel ©(0) € R mit
(cos(0(0)),sin(0©(0))) = ¢g(0)/|g(0)| festgelegt hat.

Die Funktion © wird auch als Liftung bezeichnet. Abstrakt konnen wir die Aufga-
be wie folgt beschreiben: Gegeben ist eine Funktion ® : I — S auf dem Intervall
I = [0,27], gegeben durch ®(x) := g(z)/|g(z)|. Weiterhin ist eine Uberlagerung der
Kreislinie gegeben durch F : R — S', F(z) = ¢™. Diese Abbildung ist surjektiv, nicht
injektiv, aber lokal injektiv. Gesucht ist eine Abbildung © : I — R, so dass ® = Fo©.
Die Liftung © existiert, lax formuliert, weil wir immer in der Umgebung eines Punktes
®(z) € S stetig nach dem Winkel © auflssen kiénnen.

Windungszahl. Mit Hilfe der Liftung konnen wir die Windungszahl des Weges g wie
folgt definieren: Wir definieren die Windungszahl als
O(27) —6(0
w(g,0) = 22M =00) (1.4)
2m
Wir zéhlen also, wie oft sich der Weg um den Nullpunkt (in mathematisch positiver
Richtung) herumwindet.
Fiir die Verkettung von Wegen gilt: w(go * 1) = w(go) + w(g1).

Abbildungsgrad. Wir betrachten den Definitionsbereich G := B? C R? (die abge-
schlossene Einheitskreisscheibe) und eine Abbildung f : G — R% Wir fordern, dass
die Bildwerte des Randes nie den Wert yo = 0 haben, dass also f(0G) N {0} = 0.

Wir bemerken, dass wir die Abbildung g := f|sc als einen Weg auffassen konnen,
g(z) := f(e®). Mit Hilfe dieses Weges setzen wir
d:= d(fa G7 yO) = w(f|aG7y0) : (15)

Wir zédhlen also beim Abbildungsgrad, wie oft sich die Randwerte um die Null herum-
winden.



Der Abbildungsgrad in n = 2 hat die obigen Eigenschaften (1)-(4). Dabei sind (1)
und (2) klar, die anderen Eigenschaften werden wie spéter einsehen. Zudem ist der
Abbildungsgrad unabhéngig von Deformationen von f, solange die Deformationen nie
den Nullpunkt treffen.

Homotopien und Nullhomotopien

Definition 1.1 (Homotopie). Seien M, N topologische Riume und f,g € C°(M,N).
Dann heifit f homotop zu g und wir schreiben f ~ g, falls es eine Homotopie zwischen
f und g gibt, also eine Abbildung h € C°(M x [0,1], N) mit

h(,0)=f, h(,1)=g. (1.6)

Wir nennen f nullhomotop, falls es einen Punkt yo € N gibt mit f ~ yo; genauer:
[ ~ g fiir die konstante Abbildung g(x) = yoVz.

Bemerkung: Die Homotopie definiert eine Aquivalenzrelation ”~” . Die Relation ist
reflexiv, denn ein Weg ist zu sich selbst homotop. Sie ist symmetrisch, denn Homoto-
pien konnen riickwérts durchlaufen werden. Sie ist transitiv, denn Homotopien kénnen
aneinandergesetzt werden.

Zweidimensionaler Fall. Wie bereits in der Definition des Abbildungsgrades gesche-
hen, identifizieren wir immer eine Abbildung ¢ : S — R” mit dem geschlossenen Weg
g:[0,27] = R, §(z) = g(e™).

Wir betrachten Abbildungen ¢ : S' — R?\ {0} und deren Deformationen. Dabei
betrachten wir nur Deformationen (Homotopien) mit dem Zielraum N = R?\ {0}, also
Homotopien, die nie den Nullpunkt passieren.

Lemma 1.2 (Homotopie von Kurven in R*\{0}). Fiir Wege sind die Homotopicklassen
durch die Windungszahl w bestimmt. Fiir zwei Wege go, g1 : ST — R?\ {0} gilt:

go~aq <<= w(g,0)=w(g,0). (1.7)

Die Schritte des Beweises sollen in den Ubungen besprochen werden. Ein wesentlicher
Schritt ist, zu zeigen, dass ein Weg ¢ mit w(g,0) = k € Z zu dem Standardweg
gr(e™®) = e** homotop ist.

Fundamentalgruppe. Ein Charakteristikum eines topologischen Raumes N ist seine
Fundamentalgruppe. Fiir einen FuBpunkt yy € N setzen wir

T (N, 90) :={g : [0,27] — N ein geschlossener Weg mit ¢g(0) = yo}/ ~ . (1.8)

Multiplikation von Wegen ist durch die Zusammensetzung gegeben. Fiir wegzusam-
menhdngende Rdume N ist die Gruppe unabhéngig von yq.

Fiir N = S': Die Fundamentalgruppe 7;(S?) besteht aus geschlossenen Wegen in
die S, wobei zwei Wege identifiziert werden, die homotop sind. Lemma 1.2 impliziert,
dass 7 (S?) mit Z identifiziert werden kann, die Windungszahl liefert einen Gruppen-
isomorphismus.
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Fiir uns ist vor allem diese einfache Tatsache wichtig: Es gibt Wege ¢ : [0, 27] —
N := S! (oder, équivalent, Wege ¢ : [0,27] — N := R?\ {0}), die nicht nullhomotop
sind.

Allgemeine Dimension: Es gibt topologische Kriterien. Wir sind an Nullstellen
von Abbildungen interessiert, daher betrachten wir folgenden Begriff.

Definition 1.3 (Wesentliche Abbildungen). Eine Abbildung ¢ : S*~' — R™\ {0} heifit
wesentlich wenn gilt: Jede stetige Fortsetzung f : B™ — R™ wvon ¢ hat eine Nullstelle.

Satz 1.4 (Wesentliche Abbildungen und Nullhomotopie). Sei ¢ eine Abbildung ¢ :
St — R™\ {0}. Wir betrachten die Normalisierung 1 : S*~* — S™=1 gegeben durch
Y= ﬁ. Dann gilt

¢ wesentlich <= 1) nicht nullhomotop . (1.9)

Der Satz sagt: Die Randwerte konnen topologische Eigenschaften haben, so dass
es unmoglich ist, ohne eine Nullstelle fortzusetzen. Zum Beispiel im Zweidimensiona-
len: Wenn die Randwerte eine Windungszahl ungleich 0 haben, dann hat jede stetige
Fortsetzung der Randwerte eine Nullstelle. Dies zeigt Eigenschaft (3) fiir den Abbil-
dungsgrad in n = 2.

Im Fall m > n ist keine Abbildung wesentlich.

Beweis. Wir beginnen mit der einfachen Richtung.

"<’ Wir nehmen an, dass ¢ nicht wesentlich ist. Dann existiert eine stetige Fort-
setzung ohne Nullstelle, wir wihlen eine solche Fortsetzung f : B® — R™. Mit Hilfe
von f definieren wir eine Homotopie durch

 fit)
M) = T

Dann ist h stetig, weil f stetig ist und keine Nullstelle hat. Fiir ¢t = 1 gilt h(z, 1) = ¢(x)

wegen |p(z)| = 1 fiir alle z € S" L. Fiir t = 0 gilt h(2,0) = yo = %. Damit ist h
eine Homotopie von 1 nach yy. Die Abbildung v ist daher nullhomotop.

’ =’ Sei nun ¢ nullhomotop, 1 ~ 0. Es gibt also eine Homotopie h € C%(S"~1 x
[0,1],S™1) von v zu einem Punkt y,. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass ¢ eine stetige
Fortsetzung f ohne Nullstelle besitzt.

Wir verwenden die Homotopie h und setzen

fla) = { (=t (L= Je ()]) n (g1 —tel)  fare 2o,

Yo fiir x = 0.
Die Funktion f erfiillt f = ¢ auf S"!: Fiir z € S"! gilt |z| = 1, also

f(@) = (1= (1= lp@@)])-h(z,0) = lp@@)| h(z,0) = lp@)| P(z) = ().

Daher ist f eine Fortsetzung von ¢.
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Die Abbildung f ist stetig fiir x # 0, weil h stetig ist. In der Null ist f ebenfalls
stetig.
Wir behaupten, dass f keine Nullstelle hat, also f(x) # 0Vx. Dies gilt, weil wir

rechnen konnen:
( ) ! ! | |<1 ' (’m‘)D 5
T

() e

Komplexe Formel fiir n = 2

und es gilt immer

Mit Hilfe der komplexen Schreibweise finden wir eine einfache Formel: Wir setzen S! =
dB; C R? = C, rechnen komplex und verwenden die Substitution z = g(¢) im letzten
Schritt.

wlg.0) = 3= [0t = oo [ losta) 0

1 [gt)ydt 1 dz

T 2mi o g(t) 2w Jyey 2

Fiir jede holomorphe Fortsetzung f der Randwerte ¢ (also f|s1 = ¢ und f holomorph)
gilt wegen Transformationsformel und Residuensatz

mmmzﬁﬁ LS.

sy #

Dabei geht die Summe iiber alle z mit f(2) = 0 und vs(z) ist die Vielfachheit der
Nullstelle. Insbesondere gilt: Fiir w(f|s:,0) # 0 hat jede Fortsetzung der Randwerte
eine Nullstelle.

1.2. Die Axiome des Abbildungsgrades
Wir fordern fiir den Abbildungsgrad d die folgenden Eigenschaften (d1)—(d5).

(d1) (Ganzzahligkeit) X sei ein Banachraum, G C X offen, beschriinkt, f : G — X
stetig, y ¢ f(OG). Dann ist der Abbildungsgrad eine ganze Zahl

d(fa G7 yO) € Z.
Im Unendlichdimensionalen: Fordere f = id + g mit g kompakt.

(d2) (Losungskriterium)

d(f,G,y) #0 = 3FJxeG: f(z)=1yo.

12



(d3) (Normierung)
1 Yo € G

d(1d7 Gay[)) = {0 Yo ¢ G

(d4) (Homotopieinvarianz) h : G x [0,1] — X stetig, y : [0,1] — X stetig, y(t) ¢
h(0G,t)¥t. Dann gilt

t—d(h(.,t),G,yt)) konstant.

Im Fall dim(X) = oo fordern wir, dass h(z,t) = x + g(z,t) mit g kompakt auf
G x [0,1].

(d5) (Ausschneiden) G1,Gy C G offen, Gy NGy = 0, f : G — X stetig, yo ¢ f(G\
(G1 UGy)). Dann gilt

d(f7 Gu y[)) = d(fu Gla y(]) + d(f7 G2, yO)

Satz 1.5 (Eindeutigkeit des Abbildungsgrades). Die Eigenschaften (d1) zusammen
mit (d3)-(d5) bestimmen den Grad eindeutig.

Wir werden dieses Theorem im Folgenden nicht verwenden, fiir uns ist nur die Exi-
stenz des Abbildungsgrades wichtig. Zum Beweis des Satzes verweisen wir auf Deimling
[4], Chapter 1, §1 (und die Ubungen).

Als eine typische Anwendung des Abildungsgrades zeigen wir schon hier den Satz
von Schauder:

Satz 1.6 (Schauder). Sei X ein Banachraum, B C X die abgeschlossene Einheitskugel
und g : B — B stetig und kompakt. Dann hat g einen Fizpunkt.

Beweis. Setze f := id — g, yo := 0, G := B. Wir suchen Nullstellen von f. Daher
kénnen wir o.E. annehmen, dass f keine Nullstelle auf 0B hat. Wegen (d2) reicht es
7Zu zeigen:

d(f,G,0) £ 0.

Wir benutzen die Homotopie h(z,t) = x —t - g(x) zwischen f (fur ¢ = 1) und id (fur
t =0). Falls f keine Nullstelle hat ist die Homotopie zuléssig, da

|h(x,t)] > 1 —t|g(z)| >0 firt <1

und
\h(z,t)| = |f(z)] >0 fir¢t = 1.

Wegen (d4) und (d3) gilt d(f,G,0) =d(id,G,0) = 1. O

13



1.3. Lemma von Sard, Funktionen vorgegebener
Divergenz

Kritische Punkte und das Lemma von Sard

Im Folgenden benotigen wir das Lemma von Sard. Wir geben den Beweis fiir eine sehr
einfache Version, die allerdings fiir unsere Zwecke ausreicht.

Definition 1.7. Wir betrachten X C R™ und Y = R* und Funktionen F € C*(X,Y).

1. Fin Punkt xq € X heif§t requlirer Punkt von F, wenn DF(x¢) mazimalen Rang
hat, also Rang(DF(xy)) = min{n, k}.

2. Ein Punkt, der nicht requldr ist, heifit kritischer Punkt.
3. Ein Punkt yo in'Y heifit kritischer Wert, falls F~'(yo) einen kritischen Punkt

enthdlt.

Satz 1.8 (Lemma von Sard, einfache Version). Sei G = [0,1]" C R" ein abgeschlos-
sener Wiirfel und F € C'(G,R"™), insbesondere also mit beschrinkter und gleichmdfig
stetiger Ableitung. Dann hat die Menge der kritischen Werte von I das n-dimensionale
Lebesguemafl 0 in R™.

Beweis. Durch Aufteilen jeder Seite in N gleich lange Abschnitte wird der Wiirfel in
N™ Wiirfel W), C G der Kantenlinge N1 geteilt. Fiir zwei Punkte x, 2 in demselben
Teilwiirfel W, gilt

1
F(z) = F(xo) + / DF(xg+t(x — x0)) - (x — o) dt
0
= F(xo) + DF(xg) - (x — z0) + p(zo,x, N,
wobei wegen gleichméfliger Stetigkeit von DF' fiir den Fehler p gilt

po(N) :=sup sup p(xg,z,N), Npo(N)—0 fir N - oco.

k x0,2EWy
Wir  betrachten nun “kritische” Wiirfel und setzen J = {k
Wy, enthélt einen kritischen Punkt}. Sei nun & € J. Dann gibt es zog € W} mit:
xo ist kritischer Punkt von F. Wegen det DF(zy) = 0 ist fiir die Funktion

Fopp(2) = F(z0) + Dy F(x0) - (x — ) das Bild F,,,(W}) in einer (n —1)-dimensionalen
Hyperebene des R™ enthalten. Die Bildpunkte F'(x) haben hochstens den Abstand
p(xo, x, N) von Fy,,(z), daher ist die Bildmenge F(W}) in einem Quader enthalten,
dessen Breite in n — 1 Richtungen sich durch CN~! abschitzen lisst und dessen Hohe
maximal po(NV) ist. Das Volumen des Bildwiirfels F(W},) ist also abgeschétzt durch

LUF(W3)) < ON-0-D py(N) (1.10)
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Wir berechnen nun das Bildvolumen aller Wiirfel W, die kritische Punkte von F
enthalten. Es gibt hochstens N™ Stiick und daher gilt fiir die Volumina, |.| = £",

F(Um)

fir N — oo. Die Menge aller kritischen Werte ist also in der Menge F (Uke 7 Wk)
von beliebig kleinem Maf§ enthalten. Dann muss die Menge der kritischen Werte eine
Nullmenge sein. O

U F )

keJ

keJ

n—1
<o (%) po(N) = CNpo(N) > 0

Funktionen mit vorgegebener Divergenz

Als Hilfsaussage beweisen wir noch ein anderes Resultat von unabhéngigem Interes-
se. Die Aussage wird fiir e-Wiirfel bewiesen, da wir spéter solche Wiirfel betrachten
werden. Die Aussage gilt aber natiirlich durch einfache Skalierung fiir beliebige Wiirfel.
Satz 1.9. Sei K := K" := (—¢,¢)" ein Wiirfel in R". Zu jeder Funktion q € C}(K,R)
mit [, q =0 existiert ein w € CL(K,R"), so dass ¢ = div(w).

Beweis. Wir fiithren einen Induktionsbeweis mit Induktion iiber die Dimension n. Fiir
n = 1 setzen w(t) := ffs q(&) d¢. Diese Funktion w hat kompakten Triger in K, ist

von der Klasse C!, und hat die Ableitung (also die Divergenz) ¢. Damit ist die Aussage
fiir n = 1 bewiesen.

Wir nehmen nun an, dass der Satz in n Dimensionen bewiesen ist. Wir wollen ihn in
n + 1 Dimensionen beweisen und wihlen die Koordinaten = (y,t) = (y1, ..., Yn,t) €
K"+, Zunichst fithren wir eine neue Groe ein: Die Masse von ¢ in den Linien {iber

den einzelnen Punkten g,
o0

m(y) = / q(y,t) dt.

Die Funktion m ist wieder C! und hat einen kompakten Triiger im Wiirfel K". Nach
Induktionsvoraussetzung kénnen wir daher m darstellen als m(y) = div, (g1, ..., 9)(y)
mit g € C}(K™). Wir wihlen nun eine beliebige Abschneidefunktion 7 € C!((—¢,¢),R)
mit ffs 7 = 1. Damit setzen wir

)= [ (aty9) = ) m) s
Dann hat g,,; seinen Triger kompakt enthalten in K = K™*!. Die Funktion
w(y,t) = (T(0)g1(), -, T(O)gn(Y), gns1(y, 1))
hat kompakten Trager und erfiillt
divw(y,t) = 7(t)diva(g1, -, gn) (y) + Orgnsa(y, 1)
=7()m(y) +q(y,t) = 7()m(y) = q(y ).

Damit ist der Satz bewiesen. O]
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2. Konstruktion des Grades im
Endlichdimensionalen

2.1. Definition des Grades fiir C*-Abbildungen

In diesem Abschnitt definieren wir den Abbildungsgrad explizit mit Hilfe eines Inte-
grals. Im Folgenden ist G C R™ immer offen und beschrénkt.
Wir fithren den Raum A, der Glattungsfunktionen mit kleinem Tréger ein:

A = {w € C'(R",R)

/ w =1, supp(w) C BZ(0) } . (2.1)

Fiir die folgende Definition bemerken wir, dass fiir f € C°(G,R") und y € f(0G) mit
1

€= édist(f((?G),yo) >0 (2.2)

eine positive Zahl definiert ist. Dies folgt daraus, dass 0G kompakt ist und daher auch
f(0G) kompakt ist.

Definition 2.1 (Definition des Grades fiir C2-Abbildungen). Zu f € C°(G,R") N
C?(G,R"™) und yo € f(OG) wihlen wir € aus (2.2) und eine Glittungsfunktion w € A..
Mit der Funktionaldeterminante Jr : G — R von f, Js(z) := det(D f(x)), setzen wir

d(f.Gouo) = /G (@) = o) Ty(x) de. (2.3)

Es bleibt zu zeigen, dass diese Zahl unabhéngig von der Wahl von w ist. Weiterhin
sind (d1)-(d5) nachzuweisen.
Mit dem nachfolgenden Lemma zeigen wir die Wohldefiniertheit von d(f, G, yo).

Lemma 2.2 (Wohldefiniertheit des Grades). Seien f,G und yo wie in Definition 2.1
und wy,wy € A.. Dann gibt es v € CH(G,R™) mit Triger enthalten in G und

wi(f(z) —yo) Jr(x) —wo(f(x) —yo) Tf(z) = divo(x) Ve e G. (2.4)
Insbesondere ist der Grad fiir C?-Abbildungen wohldefiniert.

Beweis. Wir geben zwei Beweise an, beide basieren darauf, dass die C!'-Funktion
w1(y) — wa(y) mit kompaktem Triager als Divergenz geschrieben wird, wq(y) — wa(y) =
divw(y) fiir eine C!-Funktion w. Der erste Beweis nutzt eine Eigenschaft der Kofak-
tormatrix, die wir nicht beweisen. Der zweite Beweis benutzt Differentialformen.
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1. Beweis: Wir benutzen die Kofaktor-Matrix A von D f. Diese ist definiert durch
Ap;(z) = (—=1)*" Dy;(z), wobei Dy;(x) die Determinante der Matrix ist, die man aus
D f(x) durch Streichen der k-ten Zeile und der j-ten Spalte erhélt. Die Kofaktor-Matrix
hat (als Funktion in z) die Eigenschaft, dass die Divergenz jeder Zeile verschwindet.
Es gilt (hier ohne Beweis):

iwzo VEkE<n. (25)

Fiir den Beweis des Lemmas schreiben wir w; (y) —ws(y) = divw(y) mit einer Funk-
tion w = w(y) und definieren mit Hilfe von w durch Verkettung

Z wi(f(x) = yo) Akj -

Fir diese Funktion konnen wir nachrechnen:

dive = Zaj [wi(f(x) —yo)] Akj +0

= >~ 07 (@) = ) - Oy fl) A

k.ji
= divw(f(z) = yo) Ty (2) -

Dabei haben wir in der letzten Zeile die Entwicklungsformel fiir die Determinante
benutzt, Y. 0; fi(x) Ay; = det Df(z) 6; fiir alle ¢ und k. Damit ist (2.4) bewiesen.

2. Beweis: Wieder schreiben wir wy(y) — wa(y) = divw(y). Dann gilt mit den Diffe-
renzialformen dV = dy; A ... A\ dy,, und

w dS = Zw] 17 dyy Ao Adyj—1 Adyjer A ... A dyy

die Rechnung (fiir yo = 0)

(wi(f(z)) —wa(f(2))) Ty(x) dzy A ... ANda,
= [divw](f(z)) dfi A ... Adf,
= f*(divw dV) = f*d(w dS) = d(f*(w dS)).

Wir sehen, dass die linke Seite als d&uflere Ableitung geschrieben werden kann. Daher
ist der Vorfaktor (wy — wq)(f(x)) Jy(x) der Volumenform die Divergenz einer vektor-
wertigen Funktion. Dies zeigt wieder (2.4). O

An diesem Punkt haben wir eine wohlgestellte Definition des Grades fiir C*-
Abbildungen zur Verfiigung. Wir wollen nun erste Eigenschaften des Grades beweisen.

Proposition 2.3. Der Abbildungsgrad aus Definition 2.1 erfillt (d3) und (d5). Wei-
terhin gilt fiir Homotopien wie in (d4) mit h € C*(G x [0,1],R"), dass die Abbildung

t— d(h(.,1),G,y(t))

stetig ist.
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Beweis. a) Die Normierungseigenschaft (d3) folgt sofort aus der Definition. Fir f = id
und yy € G erhalten wir

A0.Gon) = [ wh(e) =) Tyto) do = [ wlo =) do = 1.

G

Analog findet man aufgrund von supp(w) C B.(0) auch d(f, G, yy) = 0 fir yo &€ G.

b) Homotopie: Wir betrachten eine Homotopie h € C*(G x [0,1],R"). Die zwei
Mengen
R:={(t, h(z,1))|x € 0G, 1 € [0, 1]}

(Evolution der Randbilder) und
Q= {(t,y(®)[t € [0,1]}

(Evolution der Werte) sind kompakt und haben nach Voraussetzung in (d4) einen
leeren Schnitt; sie haben daher einen positiven Abstand ¢ > 0. Fiir w € A, héngt der
Ausdruck

A(h(., 1), G y(t)) = / w(h(z,£) — y(t)) Tnn() de

G
stetig von t ab. Dies zeigt die stetige Abhéngigkeit des Grades.

¢) Fiir die Ausschneideeigenschaft (d5) sei yo ¢ f(G \ (G U Gy)). Dies impliziert
wegen der Kompaktheit der Bildmenge ¢ := dist(yo, f(G\(G1UG5))) > 0. Wir benutzen
dieses ¢ > 0, um die Grade d(f,G,vo), d(f, G1,y0) und d(f, G2, yo) mit Formel (2.3)
zu berechnen. Aussage (d5) folgt aus der Formel, weil der Integrand auf G\ (G U G5)
verschwindet und weil das Integral iiber G; U GGy in zwei Anteile additiv aufgeteilt
werden kann. [

2.2. Aquivalente Darstellungen

Summenformel
Notation: Summen iiber die leere Menge werden gleich 0 gesetzt.
Satz 2.4 (Gezidhlte Nullstellen). Falls yo ein reguldrer Wert von f ist, so gilt
d(f,G,y) = Z sgn Jr(x). (2.6)
z€f~1(yo)

Beweis. Fiir f~'(yo) = 0 sind beide Seiten Null.

Die Menge f~'(yo) ist abgeschlossen und beschriinkt, also kompakt. Da g, ein re-
guldrer Wert ist, gilt f~!(yo) = U, {xx} mit endlich vielen z;, € G. Weiterhin gilt wegen
der Regularitéit der Punkte (Satz iiber die lokale Existenz der Umkehrfunktion):

flB, () : Bo(zx) — f(By(xx)) ist ein Diffeomorphismus

fir p > 0 hinreichend klein. Insbesondere ist sgn J; konstant in jeder Kugel. Wir
konnen weiterhin annehmen (Verkleinerung von p, falls notwendig), dass die Kugeln
B,(x,) disjunkt sind.
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Wir verkleinern nun eventuell zusitzlich e = 1dist(f(0G), o), um auch die Bedin-
gung
1 . -
< Sdist((G\ | Byla). w0)
k

zu erfiillen. Wir berechnen fiir w € A.:

a(f,C.yo) = / w(f(x) - o) Ty(x) da

G

B ; /Bpm) W(F(2) = 40) Jy(w) dx

= segn Jr(xk w(flx) —wyo) |Tr(x)| dx
> >/Bp(mk) (f(2) — ) | T5()]

=Y sendie) [ty ) dy
& f(Bo(zk))

= ngnjf(a:k) .

Damit haben wir die behauptete Summenformel (2.6) erhalten. O

Corollar 2.5. Der Abbildungsgrad aus Definition 2.1 erfillt (d1)-(d5) fir f € C* und
glatte Homotopien h € C*(G x [0,1],R").

Beweis. Eigenschaften (d3) und (d5) wurden in Proposition 2.3 nachgewiesen.

Ganzzahligkeit (d1). Falls yy reguldrer Wert ist, wenden wir Gleichung (2.6) an.
Ganzzahligkeit und Losungskriterium folgen.

Sei yo ein kritischer Wert (also ein nicht regulédrer Wert). Dann gibt es nach dem
Lemma von Sard, Lemma 1.8, beliebig nahe an gy, einen reguldren Wert y;. Der Grad
d(f,G,y;) ist ganzzahlig. Da der Grad stetig von y abhéngt (Proposition 2.3), ist auch
d(f,G,yo) ganzzahlig.

Lésungskriterium (d2). Zu yo gibt es eine Folge reguldrer Werte y, — yo. Fiir alle
k > ko gilt

Die Folge z;, von approximativen Losungen hat (nach Auswahl einer Teilfolge) einen
Limes z € G mit f(x) = yo. Dabei verwenden wir die Kompaktheit von G und die
Stetigkeit von f.

Homotopien (d4). Fiir Homotopien gilt: Der Abbildungsgrad d(h(.,t), G, yo(t)) ist
ganzzahlig und nach Proposition 2.3 stetig. Daher ist der Grad konstant. O]

Darstellung als Randintegral
Satz 2.6 (Randintegral). Fir f € C?(G,R") N CY(G,R") gilt

1 <f_y07yf>

aH" 1. 2.7
1S Jog  1f = yol|™ 27

d(f7 G7 yU) =
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Dabei vi(z) = Af(x) - v(x), v die Normale an OG und Ay := (Aji) i die Kofaktorma-
trix Ajk = (—1)j+k det(f)lfm)l#’m#.

Beweis. Wir verwenden zur Berechnung des Grades eine rotationssymmetrische Funk-
tion w(y) = w(]yl|), also

d(f,G.yo) = /G (I () — ol) Ty(x) da

Unser Ziel ist es wie in Lemma 2.2, die rechte Seite als Divergenz zu schreiben. Als
ersten Schritt schreiben wir w als Divergenz: Fiir r > 0 setzen wir

o) = 1" /0 " w() dt.

Fiir r > e gilt ¢(r) = r™"/|S"!|. Wir setzen

O(y) = w(lyl v,
und stellen fest, dass ® € C*(R",R") gilt. Dann gilt mit r = |y|
div ®(y Zakcbk eyl n+or(ly)
1 n—1
= oyl n = pllyl) 4+ () = w(r).
Wie in Lemma 2.2 gilt nun
w(f(x) = yo) Tp(x) = div [Z O (f Yo) Aji
J

Mit der Anwendung des Gauflschen Satzes finden wir

A(f. G y) = /G W) — wol) T(x) da
:/Gdiv Z(I)k(f(x)—yo)-Ajk dx
[ v S 0u(fle) )|
i 1|/8GZ PV P e

und damit die behauptete Formel. O

Mit obiger Formel 148t sich der Abbildungsgrad aus den Werten von f und Df auf
dem Rand berechnen.

Bemerkung: Auch ohne die obige Formel ist folgende Tatsache einzusehen: Der Ab-
bildungsgrad hingt nur von der Werten von f am Rand ab. Beweis: Sei g : G — R"
mit ¢ = f auf OG. Dann ist h(z,t) := tf(xz) + (1 — t)g(x) eine erlaubte Homotopie,
also d(g,G,yo) = d(f, G, yo).
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2.3. Der Grad fiir C’-Abbildungen

Satz 2.7 (Satz von Rouché). Seien f,g € C°(G,R") N C?*(G,R") und yo € R"™. Falls

[f(2) = g(@)| <[f(z) —wo|  V2edl,

dann gilt
d(f7 G7 ?JO) - d(g7 G7 yO) :

Bewers. Die Homotopie
h(z,t) == (1 =1t)- f(z)+1-g(x)
ist C? und zulissig, da fiir alle v € G
h(z,t) = yol = | f(2) — yol =t - | f(z) — g(x)] > 0.

Wir kénnen daher die Homotopieeigenschaft (d4) anwenden (diese ist bereits gezeigt
fiir glatte h, siehe Proposition 2.3). ]

Der Satz von Rouché macht die nachfolgende Definition moglich (die Definition ist
unabhéngig von der Wahl von g).

Definition 2.8 (Abbildungsgrad fiir C°-Funktionen). Sei G C R" beschrinkt, offen,
[ e CYG,R") und yo € f(OG). Dann wihlen wir eine Approzimation g € C°(G,R™)N
C*(G,R™) von f mit |f(x) — g(x)| < §|f(x) — yo| fiir alle x € OG und definieren

d(f7 G7 yO) = d(Q? G7 yO) :
Fiir die Wohldefiniertheit des Grades: Seien g; und g, wie in der Definition. Wegen
[f (@) = yol < [f(x) = g1(2)] + 91 (=) — wol

< 217@) = wol + lon () — ol
gilt dann | f(z) — yo| < 3lg1(x) — yol. Es folgt
191(2) = g2(x)] < g1 () = f(@)] + |f(z) — ga()]
< 517() = ol < lgs @) — .
Satz 2.9. Definition 2.8 liefert eine Funktion d, die die Aziome (d1)-(d5) erfiillt.

Beweis. Eigenschaften (d1), (d3) und (d5) folgen unmittelbar aus der Definition. Zu
(d4): Approximiere eine (nur) stetige Homotopie h durch eine C* Abbildungen h;. Es
gilt d(h(.,t),G,yo(t)) = d(hi(.,t),G,yo(t)), die Funktion ist daher unabhéngig von t.
Zu (d2): Falls d(f, G, o) # 0, so haben beliebige Approximationen f, von f Losungen
fu(zn) = yo. Jeder Limes x von (Teilfolgen von) x,, ist eine Losung zu f(z) = yo. O
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3. Anwendungen des
Abbildungsgrades

3.1. Wichtiges Hilfsmittel: Fortsetzungssatze

Elementare Fortsetzungen

Schon im R? kann man sich iiberlegen: Es gibt Mengen A C R? und stetige Abbildungen
g : A — R, welche keine stetige Fortsetzung auf R? besitzen. Es geniigt hierfiir, die
Menge A = R?\ (R x {0}) zu betrachten. Der nachfolgende Satz zeigt, dass sich keine
Gegenbeispiele finden lassen, wenn A abgeschlossen sein soll.

Satz 3.1 (Fortsetzungssatz von Tietze). Sei X ein metrischer Raum, A C X abge-
schlossen, Y ein Banachraum, g : A — Y stetig. Dann existiert eine stetige Fortsetzung
von g in die konvexe Hiille des Bildes, also ein

g: X — conv(g(A)) stetig, gla=g.
Bemerkung: Falls g kompakt ist, so kann auch g kompakt konstruiert werden.

Beweis. Zu jedem z € X \ A wihle 6(x) := 3dist(z, A) > 0. Dann ist die Familie
Bs(z)(x) mit Indexmenge z € X \ A eine Uberdeckung von X \ A.

Aus der Ubefdeckung (Bs(x)(2))zex\a konnen wir nach dem Satz von Stone eine
lokal endliche Uberdeckung (B;); auswihlen, also eine Uberdeckung, bei der jeder
Punkt z € X\ A eine Umgebung hat, die nur von endlich vielen B; getroffen wird. Wir
werden den Fortsetzungssatz nur im R"™ anwenden, dort kann man (fiir beschrianktes
A) die lokal endliche Uberdeckung einfach erhalten: man wihlt fiir jede der kompakten
Mengen K, := {z € X|27™"! < dist(x, A) < 27™*+!} eine endliche Uberdeckung aus.

Zur lokal endlichen Uberdeckung (Bj); konstruieren wir eine stetige Zerlegung der 1
durch 4 Y\

#ir) = 5 lztlif(x )>\]32 )
k ) k

Zu jedem B; gibt es a; € A mit dist(a;, z;) < 2dist(A, z;). Wir setzen

v | gx) x € A,
9w) = { S ei(@)gla) g A

Mit diesen Definitionen gilt g = g auf A, die Eigenschaft g : X — conv(g(A)), ebenso
die Stetigkeit von g auf X \ 0A.
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Wir miissen noch fiir einen beliebigen Punkt z* € 0A die Stetigkeit von g in z*
nachweisen. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass fiir x € A

19(z) — g(«)|| < sup{llg(a;) — g(z7)|| : j mit z € B;}.
Wegen der Stetigkeit von g im Punkt z* ist daher nur noch zu zeigen, dass alle Punkte
a; nah an x* sind, falls  nah an x* ist.
Es gelte fir . € X\ A und § > 0 die Kleinheit dist(z*, ) < §. Dann gilt trivialerweise
dist(A, Bj) < 6 und dist(A4,z;) < dist(A4, Bj) + d(x;) < 0 + 0(z;). Fir §(x;) gilt nach
Definition

I(z;) < 1dist(gz:j,A) < —(6+6(xj)) ,

DN |

also
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir
dist(z*, a;) < dist(z*, x) + dist(a;, z) < 0 + dist(a;, z;) + 6(x;) .

Wegen dist(a;, z;) < 2dist(A, z;) < 26 4+ 20(z;) ist die rechte Seite kleiner als 60.
Damit ist gezeigt: Fiir « nahe z* sind alle a; nahe an 2*. Daher ist g stetig. O]

Fortsetzungen ohne Nullstellen

Das néchste Lemma sagt aus, dass im R™, m > n, viel Platz fiir Fortsetzungen ist.
Lemma 3.2. Sei W C R" ein Wiirfel, K C W kompakt und ¢ : K — R™ \ {0} stetig

mit m > n. Dann kann 1 stetig fortgesetzt werden zu
Y W — R™\ {0}.

Beweis. Eine glatte Funktion, die approzimativ eine Fortsetzung ist. Sei i/, eine Fortset-
zung von 1 nach Tietze. Wir approximieren mit einer Funktion ¢y € C, |1hy — 1| < €
auf K. Das Bild von 1 ist eine Nullmenge im R™, daher finden wir yo € R™ mit
lyo| < €, so dass 19 — yo die Null nicht trifft. Ohne Einschrankung kénnen wir anneh-
men, dass 1y die Null nicht trifft (sonst Ubergang zu ¢, — yq).

Fine approximative Fortsetzung mit Abstand von der Null. Wir modifizieren 1y zu
einer Funktion 3, die von der Null weit weg bleibt: 13 = 1), auf K und

Us(a)] 2 = S min{|ua(y)] y € K}

fiir alle x € W. Wir erreichen dies zum Beispiel mit Hilfe von

2t t< <,
n(t) = { 1 t> g
und der Definition ()
[ — 2 :C .
Vo) = e

Die gewiinschte Fortsetzung. Auf K gilt 13 — 1 = 1y — 1 < . Wir konnen daher
13 — 1 wie in Satz 3.1 auf W fortsetzen, auch die Fortsetzung bildet nach B.(0) ab.
Ziehe diese Fortsetzung von der Funktion 13 ab. Dies liefert die gewiinschte Fortsetzung
von 1. [
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Ungerade Fortsetzungen ohne Nulistellen

Ein Gebiet G C R" heifit symmetrisch falls G = —G. Eine Funktion f : G — R" heifit
ungerade, falls f(—z) = —f(z) fiir alle x € G.

Wir wollen die Fortsetzungssétze abschlieen mit einem Satz iiber ungerade Fortset-
zungen ohne Nullstellen. Das nachfolgende Lemma {ibertrdgt Lemma 3.2 in die Situa-
tion, dass die Fortsetzung ungerade sein soll.

Lemma 3.3. Sei D C R" beschrinkt, offen und symmetrisch mit 0 & D. Sei : 0D —
R™\ {0} stetig und ungerade, die Raumdimension des Zielraumes sei m > n. Dann
kann ) stetig fortgesetzt werden zu einer ungeraden Funktion

0D —R™\ {0}.

Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber n. Fiir n = 1 kann der Beweis elementar
gefiithrt werden. Rechts der Null, also auf {x € R|z > 0}, setzen wir ¢ ohne Nullstelle
fort (Lemma 3.2). Anschlielend spiegeln wir diese Fortsetzung nach links.

Induktionsschritt. Das Lemma sei fiir die Dimension n — 1 bereits bewiesen, wir
wollen das Lemma fiir die Dimension n zeigen.

Wir betrachten zunéchst den (n — 1)-dimensionalen Schnitt Dy := D N {z|z, =
0} € R*!. Durch Einschrinkung liefert uns die Funktion ) auch eine stetige Funktion
Y 0Dy — R™\ {0}. Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir diese Abbildung
fortsetzen zu einer ungeraden Funktion

QZJO : DO —)Rm\{O}

Wir betrachten nun die “obere Hélfte” der Menge D, also D, := DN{x|z,, > 0}. Der
Rand dieser Menge besteht aus zwei Teilen, zum einen 0D, N{z|z, > 0}, zum anderen
0D, N{x, =0} = Dy. Auf dem ersten Teil sind Randwerte durch 1 gegeben, auf dem
zweiten Teil durch 1)y. Diese Randwerte setzen wir mit Lemma 3.2 ohne Nullstellen
fort zu einer Funktion )

Dy — R™\ {0}.

Durch Spiegelung von ¢ erhalten wir eine ungerade stetige Funktion auf ganz D,

U (x) falls z,, > 0,
—(—x) sonst.

3.2. Der Satz vom lgel, Satz von Borsuk

Der Satz vom Igel lautet:
“Einen Igel kann man nicht stetig kéimmen.”

Als mathematische Aussage: Wir betrachten Abbildung f : S* — R3, so dass in
jedem Punkt z der Vektor f(z) tangential an S? ist (also: z - f(x) = 0Vz € S?). Dann
gilt: f ist nicht stetig oder f hat eine Nullstelle.
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Satz 3.4 (Satz vom Igel). Die Dimension n sei ungerade und das offene, beschrinkte

Gebiet G C R™ enthalte die 0. Die Abbildung f : 0G — R™\ {0} sei stetig. Dann gibt
es einen Punkt x € 0G und \ € R mit

flx) = Az.

Beweis. Sei f : G — R eine stetige Fortsetzung der Randwerte. Diese Fortsetzung
hat einen Abbildungsgrad d(f,G,0) € Z.

1. Fall: d(f,G,0) # 1. Wir betrachten eine Homotopie von f zur Identitit,

h(z,t) == (1—t)- f(z)+t-x.
Die Homotopie kann nicht zuléissig sein, denn die Abbildungsgrade von f und id sind
unterschiedlich. Es gibt also z € G mit

0=h(z,t)=(1—1t) f(x)+1t .

Wir bemerken, dass diese Relation nicht fiir £ = 1 gilt. Damit ist die Behauptung mit
A= —t(1—1t)"! bewiesen.

2. Fall: d(f,G,0) = 1. In diesem Fall nutzen wir aus, dass die Dimension n ungerade
ist: In ungerader Raumdimension gilt d(—id, G,0) = —1. Wir betrachten daher die
Homotopie zu —id, also h(z,t) := (1 —t) - f(x) —t - 2. Wieder kann diese Homotopie
nicht zuléssig sein und wir schlieflen, dass fiir ein x € G und ein t gelten muss, dass

0=nh(z,t)=(1—1t)- f(x)—t-x.

Dies impliziert die Behauptung mit A = ¢(1 —¢)~L. O

Satz 3.5 (Satz von Borsuk). Sei G C R™ symmetrisch mit 0 € G. Die Abbildung
f: G — R™ sei stetig, ungerade und 0 & f(OG). Dann ist d(f,G,0) ungerade.

Fiir alternative Beweise siche Gromes [6] oder [4].

Beweis. 1. Ausschneiden der 0 und Fortsetzung. Wir wéhlen € > 0 klein, so dass
B.(0) C G. Sei f eine Fortsetzung von folgenden Werten: (a) f = f auf 0G. (b)
f = id auf B.(0). Diese Fortsetzung ist im Allgemeinen nicht ungerade. Dennoch
konnen wir fiir den Abbildungsgrad etwas aussagen, denn der Grad d héngt nur von

den Randwerten ab. Unter Ausnutzung von (d5) und (d3) finden wir fiir G, := G\ B.(0)

d(f,G,0) =d(f,G,0)
= d(f, Ba(o)v 0) + d(f, G, 0)
=1+d(f,Ge,0).
Es bleibt nun zu zeigen, dass der Grad auf der rechten Seite gerade ist. Wir bemerken
dazu, dass wir dies erwarten: Falls f eine ungerade Funktion ist und glatt, dann wiirden

wir den Abbildungsgrad durch Nachzéhlen von Nullstellen berechnen, diese tauchen
immer paarweise in z und —x auf. Dies ergibt einen geraden Grad.
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2. Der Grad ist fiir ungerade Randwerte auf G. gerade. Wir schlieflen allein aus der
Tatsache, dass die Randwerte von f auf 0G. ungerade sind. Die Abbildung

f:0G.N{z, =0} = R"\ {0}
wird ungerade fortgesetzt zu
Y G.N{w, =0} — R"\ {0}

mit Lemma 3.3. Damit haben wir ungerade Randwerte definiert, die wir nun mit einer
Funktion F' auf das Gebiet G5 := G. N {x, > 0} fortsetzen. Dabei fordern wir: (a)
F =id auf 0B.(0). (b) F = ¢ auf G. N {x, = 0}. (¢) F = f auf G N {x, > 0}. Durch
Spiegelung kénnen wir F' zu einer ungeraden Funktion fortsetzen. Da die Randwerte
mit f tibereinstimmen und auf der Fliche {z,, = 0} nirgends verschwinden, kénnen
wir rechnen

d(f,G.,0) = d(F,G.,0)
= d(F, G5, 0) + d(F,—G-.,0)
= 2d(F,G<.,0).

Die letzte Gleichheit sicht man an den Formeln fiir den Grad. Wir haben damit nach-
gewiesen, dass der Grad auf G, gerade ist, also der Grad auf G ungerade. O

Anwendungen von Borsuk

Der néchste Satz ist der Satz vom Wetter: Es gibt auf der Erde immer zwei einander
gegeniiberliegende Punkte, an denen Temperatur und Luftdruck identisch sind.

Satz 3.6 (Der Satz vom Wetter). Sei G C R™ offen, beschrinkt und symmetrisch mit
0 € G. Die Bilddimension sei kleiner als die Urbilddimension, m < n. Die Abbildung
f:0G — R™ sei stetig. Dann existiert ein x € 0G mit f(x) = f(—x).

Beweis. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass keine Antipodenpunkte
mit identischen Werten von f auf 0G existieren.

Wir setzen zundichst f stetig fort auf G. Mit der Fortsetzung f definieren wir
g(x) == f(x) — f(—=); die Funktion ¢ ist ungerade. Da keine Antipodenpunkte mit
identischen Werten existieren, hat g keine Nullstelle auf 0G. Der Satz von Borsuk
liefert, dass d(g, G, 0) ungerade ist, also insbesondere d(g, G,0) # 0. Wegen der Homo-
topieeigenschaft gilt dann auch d(g, G, de,,) # 0 fiir eine hinreichend kleine Zahl § # 0.
Das Losungskriterium impliziert, dass eine Losung x existiert mit g(x) = de,,. Dies ist
ein Widerspruch wegen de,, ¢ R™. O

Um den nachfolgenden Satz zu genieflen, denke man bei Ay, Ay, A3 an die Teilmengen
von R3, die von Brot, Kise und Schinken eingenommen werden.

Corollar 3.7 (Der Satz vom Schinken-Kése-Sandwich). Seien Ay, Ay, A3 drei mefibare
Teilmengen des R mit endlichem Volumen (Lebesque-Maf). Dann gibt es eine Ebene,
die alle drei Mengen in zwei gleiche Volumina teilt.
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Beweis. Wir wollen eine stetige Funktion auf der Sphére konstruieren, V : S? — R2,
so dass Antipodenpunkte mit identischen Werten die gesuchte Schnittebene liefern.

1. Definition von Ebenen, die Az halbieren. Sei x € S? eine beliebige Richtung. Wir
betrachten die Schar F(t;z) von Ebenen senkrecht zu x, die die Achse Rz im Punkt
tx schneiden, also

Etiz)={yeRly-z=t}.

Beginnend mit ¢ = —oo finden wir einen ersten Punkt ¢,(x) und einen letzten Punkt
tp(z), an dem FE(t;z) das Volumen von Aj halbiert. Wir setzen

to(z) := %(ta(x) + tp(x)) .

Aufgrund der Eigenschaften des Lebesgue-MafBes ist ¢, stetig in x.

2. Die Abbildung V. Wir bezeichnen mit Vj(x) € R das Volumen der Teilmenge von
A;, die auf der einen Seite der Schnittebene E(ty(z);x) liegt; ebenso fiir Va. Genauer
setzen wir

Vi(z) .= [{y € Agly -z < to(x)}] , kE=1,2.

Die Volumina V; und V5 hingen stetig von x ab und definieren V' : S? — R2. Nach
Satz 3.6 gibt es einen Punkt ¢y € S? mit Vi(zg) = Vi(—x¢) und Va(zg) = Va(—x0).
Dieses xq liefert die gesuchte Ebene. [

Satz 3.8 (Satz der Gebietsinvarianz). Sei G C R" offen und f : G — R™ stetig und
lokal injektiv. Dann ist f eine offene Abbildung.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Punkt in G. Ohne Einschrankung sei dieser
Punkt der Nullpunkt 0 € G und der Wert sei f(0) = 0. Wir miissen zeigen, dass fiir
ein beliebiges r > 0 gilt:

Je>0:  B.(0) C f(B,(0)). (3.1)

Durch eventuelles Verkleinern von r kénnen wir annehmen, dass f|g, ) injektiv ist.
Wir betrachten auf dieser Kugel die Homotopie

h@jy_f(T%?>—f(—T%?)

fiir ¢ € [0,1] und = € B,(0). Die Homotopie h ist stetig und homotopiert h(x,0) = f(z)

in die ungerade Funktion (z,1) = f(32)—f(—3). Wir behaupten, dass die Homotopie

zuléissig ist. Tatséchlich impliziert h(x,t) = 0 dass

1 t
o) =1 ()

wegen der Injektivitat von f also

1 t
r=— x,
1+t 1+t
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und damit x = 0. Dies ist kein Randpunkt. Wegen der Homotopieinvarianz und dem
Satz von Borsuk gilt

d(f,G,0) = d(h(.,1),G,0) £ 0.

Also ist die Gleichung f(z) = y fiir eine Umgebung B.(0) des Nullpunkts f(0) = 0
losbar; damit ist (3.1) gezeigt. O

Beim nachfolgenden Satz denke man an G = B;(0) C R3, die zweidimensionale
Sphire OG = S? und einen Atlas mit 3 Karten.

Satz 3.9 (Ein Atlas mit 3 Karten). Sei G C R™ offen, beschrinkt und symmetrisch mit
0 € G. Der Rand OG sei iiberdeckt mit n abgeschlossenen Mengen Ay, die Kartenanzahl
entspricht also der Dimension des Grundraumes. Dann enthdilt eines der Ay ein Paar
von Antipodenpunkten x und —x.

Beweis. Fiir k < n betrachten wir die Abstandsfunktionen d;, : 0G — R
di(z) = dist(z, Ay) ,
und die vektorwertige Funktion f : 0G — R* !,

f(z) = (di(x),...,dn_1(2)) .
Nach Satz 3.6 (Satz vom Wetter) gibt es zu f einen Punkt z mit f(x) = f(—=x).

Der Punkt z mit dieser Antipodeneigenschaft liegt in einer der Karten; wir wahlen
den kleinsten geeigneten Index, k = min{j|z € A;}. Nun unterscheiden wir zwei Félle:

1. Fall: £ < n. Wegen x € Ay gilt di(z) = 0 und damit auch fi(x) = 0. Wegen
fr(z) = fr(—z) gilt dann auch di(—x) = 0. Wir erhalten, dass die beiden Punkte =
und —z in Ay liegen.

2. Fall: £ = n. Da k der kleinste passende Index ist, gilt di(z) > 0 fiir alle k < n.
Wegen der Antipodeneigenschaft von z dann aber auch diy(—z) > 0 fiir alle k£ < n.
Dann sind beide Punkte z und —z in der Menge A,,. O]

3.3. Der Satz von Brouwer

Satz 3.10 (Starker Satz von Brouwer). Sei K C R™ nichtleer, kompakt und konvex
oder homdomorph zu einer solchen Menge. Die Abbildung f : K — K sei stetig. Dann
hat f einen Fizpunkt.

Beweis. In Satz 1.6 haben wir dieses Resultat gezeigt fiir den Fall, dass K eine Kugel
ist. Fiir konvexes K C Bg(0) kénnen wir mit Satz 3.1 die Abbildung f stetig fortsetzen
zu einer Abbildung
f: Br(0) = K C Bg(0).
Satz 1.6 liefert einen Fixpunkt x € Bg(0) fiir f. Wegen z = f(x) € K ist  auch
Fixpunkt fir f.
Wenn K nur homéomorph zu einer kompakten konvexen Menge A ist, dann betrach-

ten wir einen Homéomorphismus @ : A — K und die stetige Abbildung ®o fo ®~! auf
A. Der Fixpunkt x € A dieser Abbildung liefert einen Fixpunkt ®(z) € K von f. O
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Eine Anwendung auf gewohnliche Differenzialgleichungen

Wir betrachten die gewthnliche Differenzialgleichung
W) = fltu(),  ult=0) = uo, (3.2)

wobei wir annehmen, dass f Lipschitz-stetig ist. Dann ist (3.2) fiir jedes ug eindeutig
losbar und die Losung u(t) hiangt stetig von den Anfangswerten uy ab. Es gibt also
den stetigen Losungsoperator T; : ug — u(t), die Abbildung T} heifit auch die Zeit-t-
Abbildung.

Oft hat man invariante Mengen fiir den Fluss. Gilt zum Beispiel (z, f(t,z)) < 0 fur
alle x € 0BR(0), so konnen Losungen u wegen

d
Sl =2 () =2 {u, ) < 0

auf 0Bg(0) die Kugel Br(0) nie verlassen.

Satz 3.11 (Periodische Losungen). Sei f in der ersten Komponente periodisch mit
Periode p > 0. Die Menge A sei invariant und homdomorph zur abgeschlossenen Ein-
heitskugel By. Dann gibt es eine p-periodische Lisung von u'(t) = f(t,u(t)).

Beweis. Sei T, : A — X die Poincaré-Abbildung. Nach dem Satz von Brouwer hat T,
einen Fixpunkt. Dieser liefert die gesuchte periodische Losung. O]

Satz 3.12 (Fixpunkte von Fliissen). Sei A homéomorph zu By und invariant unter
dem Fluss von u' = f(u). Dann hat der Fluss einen Fizpunkt ug, es gibt also eine
Lésung ug € A von f(ug) = 0.

Beweis. Wihle eine Folge 0 < 7, — 0 fiir £ — oo, wir betrachten also eine Folge immer
kiirzerer Perioden. Nach Satz 3.11 gibt es fiir jedes k eine 7j-periodische Losung mit
Startwert zj, = 1%, x;. Da A kompakt ist, kénnen wir ohne Einschrénkung annehmen,
dass die Folge konvergiert: xp — x fiir k — oo.

Wir geben uns ¢t > 0 beliebig vor. Wir behaupten, dass Tix = x gilt. Dazu schreiben
wir t als t = Y7 + 7 mit v, € N und 0 < rp < 7. Wir rechnen mit der Dreiecksun-
gleichung

1T — 2| < [T = Towgl| + | Tymrriwn — il + [lon — ]
< o(1) + [T e — el + o(1)

wobei wir x — x, die Stetigkeit von T}, und die Eigenschaft von x; ausgenutzt haben.
Fiir den verbleibenden Term gilt wegen || f|| < M auf der kompakten Menge A,

(Toan =l = | [ Ty ag| < [ 30 <m0

Dies liefert 7, ), — = und damit die Behauptung T}z = x. O
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4. Der Abbildungsgrad im
Banachraum

Eine Motivation fiir den Abbildungsgrad ist der Satz von Schauder aus Theorem 7.7.
Wir stellen fest, dass der Beweis fiir Theorem 3.10 sich auf den unendlichdimensionalen
Fall iibertragt, sobald man den Abbildungsgrad im Banachraum zur Verfiigung hat.
Wir fiithren die Konstruktion des Grades nur fiir beschréankte Mengen G durch.

4.1. Konstruktion des Grades

Wir betrachten ab jetzt immer f von der Form f = id + g mit g kompakt. Eine
der wesentlichen Eigenschaften solcher Abbildungen f ist die folgende: Fir A C X
abgeschlossen ist f(A) auch abgeschlossen. In unserer Anwendung bei der Definition
des Grades ist also f(0G) abgeschlossen und y, hat einen positiven Abstand zu 0G.

Proposition 4.1. G C X beschrinkt, [ : G — X wvon der Form f = id + g mit
g: G — X kompakt. Dann ist f eine abgeschlossene Abbildung und eigentlich (Urbilder
kompakter Mengen sind kompakt).

Beweis. Sei A C G abgeschlossen. Wir betrachten eine Folge f(x,) in f(A) mit
f(x,) — y fir n — oo. Dann gilt z,, — g(x,) — y. Wegen Kompaktheit von ¢ fin-
den wir eine Teilfolge mit g(z,) — 2. Dann konvergiert x,, gegen x = y + z und wegen
der Stetigkeit gilt f(z) = y. Also gilt y € f(A).

Sei B C Y kompakt. Dann ist M := f~1(B) = {z : f(z) € B} abgeschlossen. Wegen

M ={z:x+g(x) € B} gilt M C B—cl(g(G)), also ist M prikompakt und deswegen
kompakt. O

Die néichste Formel behandelt den Abbildungsgrad von f = id+g¢ im n-dimensionalen
Fall, wobei g Werte in einem niederdimensionalen Teilraum hat (Dimension m < n).
In diesem Fall kann man den Grad von f auch im m-dimensionalen ausrechnen.

Proposition 4.2 (Reduktionsformel). Sei G C R™ offen, beschrinkt und m < n. Setze
E™ :=R™ x {0}gn-m CR". Es sei f =1id+ g mit

g€ C’G,E™).

Weiterhin sei yo € E™ mit yo € f(0G). Bezeichne mit 7 und ©* die Identifikationen
m: B — R™ und n* : R™ — E™. Dann gilt

drn (f, G, y0) = dgm(mo fom™, n(GNE™), myp).
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Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass f € C! gilt und dass yg ein regulirer
Wert ist. Nach Formel (2.6) reicht es, fiir f* := mo f o 7* zu zeigen: sgn Js(z) =
sgn Jg+(mx). Begriindung: Die Urbilder von y, liegen alle in E™, denn z + g(x) = yo
impliziert x € E™.

Wir schreiben ¢* = m o g o 7* fiir die ersten m x m Eintrédge und berechnen

Ty = det ( iy JB Dy id* ) = det(id,, + Dg*) = Ty~
Insbesondere stimmen die Vorzeichen iiberein. O

Fir yo € f(0G) wissen wir, dass ¢ := dist(yo, f(OG)) groBer als 0 ist (f(OG) ist
abgeschlossen, also X \ f(0G) offen, daher gilt fiir ein € > 0 die Eigenschaft B.(yo) N
f(0G) = {}). Nach Satz 7.3 konnen wir die Abbildungen g durch endlichdimensionale
g- approximieren; damit auch f = id + g durch f. = id + g.. Wir fordern an die
Approximation || f — f.|lc < 5. Mit einem endlichdimensionalen Unterraum E, C X
gilt dann auch

fa|EEﬂG‘ :E.NG — E..

Damit konnen wir den Grad im Banachraum definieren.

Definition 4.3 (Grad im Banachraum). Wihle E. und f. wie oben, ohne Ein-
schrinkung mit yy € E.. Setze

d(fa G7 yO) = d(fs

Wir miissen zeigen, dass diese Definition unabhéngig ist von der Approximation
f-. Dazu seien f; und fy zwei solche Approximationen mit Rdumen E; und E;. Wir
berechnen die Grade der rechten Seite in dem grofieren Unterraum F' := conv(Ey, Es).
Es gilt

E-NG» E& N Ga yO)-

d(f’L Eiﬁé7Ei N GJJO) = d(fl|Fﬂé7F N G7y0)

wegen des Reduktionssatzes 4.2. Es bleibt zu zeigen

d(fl’Fﬂ@aF N G', yo) = d(fQ‘Fm(_}aF N G,yo)-

Dies folgt aber sofort aus dem Satz von Rouché wegen

1= 2ll < % = Zaistlae, £(56)) < dist(yo. £:(2C)).

Es bleibt, die Eigenschaften des Grades nachzuweisen.
Satz 4.4. Der Abbildungsgrad aus Definition 4.3 erfillt die Eigenschaften (d1)-(d5).

Beweis. (d1), (d3) und (d5) folgen sofort aus der Definition.

(d2): Sei d(f,G,y0) # 0. Dann hat fiir eine Familie von Abbildungen f, — f,
fi =id + gi, gx : G — Ey, Ej endlichdimensional, der Punkt y, jeweils ein Urbild .
Es gilt

Yo = Tr + gr(xr) = 21 + g(wr) + [gr(zr) — g(21)] -
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Nach Auswahl einer Teilfolge gilt also

z = yo — g(zr) — [gr(@x) — g(z1)] = Yo — go =: o

fiir ein go wegen der Kompaktheit von g. Wegen der Stetigkeit von f ist x5 dann auch
ein Urbild von yq,

f(zo) = lim f(zy) = lim fi(vx) = yo -

(d4): Bemerke, dass wir im Banachraum fordern: h(.,t) = id+g(., 1), g(., t) kompakt,
fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann ist g auch auf G x [0, 1] eine kompakte Abbildung (Ubung) und
wir kénnen g endlichdimensional approximieren. Wir diirfen diese Approximation zur
Berechnung des Grades verwenden und folgern aus dem endlichdimensionalen Resultat,
dass der Grad konstant ist. O]

Ohne dies vorzurechnen bemerken wir, dass sich die Sétze von Borsuk und von der
Gebietsinvarianz auf die unendlichdimensionale Situation iibertragen.

Als abstrakte Anwendung geben wir hier einen eleganten Beweis der Fredholm-
Alternative, Corollar 8.5: Sei A # 0 und K € L(X, X) kompakt. Dann gilt: Entweder
hat (A — K)z = 0 eine nichttriviale Losung oder (A — K) ist invertierbar.

Beweis von Corollar 8.5. Betrachte L = A — K mit 0 # A € R und K kompakt.

Wir nehmen an, dass der Kern trivial ist, ker(L) = {0}, und wollen folgern, dass
der Operator surjektiv ist, R(L) = Y. Wir betrachten f = L|g, : B1(0) — Y. Die
Abbildung f ist linear, also insbesondere f(—x) = —f(z) und daher ungerade. Wegen

ker(L) = {0} gilt 0 ¢ f(0B1(0)). Der Satz von Borsuk liefert

d(f, B.(0),0) # 0.
Dann ist f invertierbar auf einer Umgebung der Null. Wegen Linearitét ist L dann
global invertierbar, R(L) =Y. Dies war zu zeigen. O
4.2. Der Index einer Lésung

Im Folgenden sei immer X ein Banachraum {iber R.

Definition 4.5 (Index). Fir G C X offen sei f € CY(G, X) eine Abbildung der Form
f=1id+ K mit K kompakt. Sei xq € G eine requldre Nullstelle, es gelte also

f(zg) =0, A= Df(x) ist invertierbar. (4.1)
Wir definieren den Index der Nullstelle xo als die ganze Zahl
Indectf,z0) = d(f, Be(20). 0),

wobet € > 0 hinreichend klein gewdhlt ist.

32



Bemerkung: Wohldefiniertheit. Der Satz iiber die Umkehrfunktion liefert, dass
f in einer Umgebung von x invertierbar ist. Insbesondere liegen keine Nullstellen auf
0B:(zy) fiir alle € < g fiir ein hinreichend kleines €y > 0. Wegen der Homotopieinva-
rianz ist der Index unabhéngig von e € (0, &).

Bemerkung: Mégliche Werte. In der Kugel B.(x) hat f nur eine Nullstelle, diese
ist regular. Wegen der Summenformel fiir den Abbildungsgrad (gezéahlte Nullstellen)
gilt

Index(f,zg) € {—1,+1}.

Spezialfall X = R". Wegen der Summenformel fiir den Grad gilt
Index(f, o) = d(f, B(2),0) = d(4, B.(0),0) = sgndet A = (~1)° | (4.2)

wobei 3 die Anzahl (mit algebraischer Vielfachheit) der negativen (reellen) Eigenwerte
ist. Insbesondere sehen wir, dass die Definition des Index fiir zwei verschiedene, aber
hinreichend kleine Werte von e dieselbe Zahl liefert.

Merke: Der Index ist die Paritit der Anzahl der negativen Eigenwerte.

Erinnerung: Die algebraische Vielfachheit n) des Eigenwertes A € C des Operators

T ist definiert als
ny = dim (U ker(Aid — T)p> .

p=1
Dabei ist fiir hinreichend grofies py der Kern auf der rechten Seite unabhéngig von
P > po, es wird also nur die Dimension einer endlichen Vereinigung gebildet.

Zur letzten Gleichung in (4.2) bemerken wir, dass nichtreelle Eigenwerte nicht beitra-
gen: Fiir reelle Matrizen A ist fiir einen nichtreellen Eigenwerte \ auch die konjugiert
komplexe Zahl A ein Eigenwert, und A hat dieselbe Vielfachheit. In der Determinante
taucht in diesem Fall also der Faktor \™ - A™ auf, welcher positiv ist.

Im allgemeinen Banachraum X nehmen wir immer an:

1. g ist regulér: A := Df(x) € L(X, X) ist invertierbar.
2. A ist Fredholmoperator der Form A =id + K mit K € £(X) kompakt.

Diese Voraussetzungen erlauben insbesondere die Berechnung des Abbildungsgrades.
GemaB Summenformel stimmt der Abbildungsgrad mit dem Vorzeichen von det(A)
iiberein.

Satz 4.6 (Formel fiir den Index einer Nullstelle). Fiir G C X offen sei f € CY(G, X)
von der Form id+ kpt, der Punkt vo € G sei eine Nullstelle von f, es gelte 1. und 2.
Dann st der Index von xg

Index(f, x0) := d(f, B-(x),0) = (—1)7,

wobei
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Bemerkung: Das Theorem verwendet den Spektralsatz fiir kompakte Operatoren,
siehe z.B. [1], 9.6. Dieser liefert fiir den kompakten Operator K die Endlichkeit ny(K) <
oo und die Endlichkeit der Anzahl der Eigenwerte in der Menge C \ B;(0).

Wir verwenden den Operator K, denn fiir diesen gilt der Spektralsatz fiir kompak-
te Operatoren. Die Eigenwerte A\ < —1 von K konnen interpretiert werden als die
negativen Eigenwerte von A =id + K.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrénkung zy = 0 an.
1. Schritt. Ubergang zur Ableitung. Wir betrachten die Homotopie h(z,t) = (1 —
t)f(z) + tAz. Mit g(x) := f(x) — Az konnen wir auch schreiben

h(z,t) = Az + (1 —t)g(x).

Die Homotopie ist zuléissig fiir kleines € > 0: h(x,t) = 0 impliziert z = (1 —t)A™'g(x)
und wir erreichen wegen Differenzierbarkeit von f die Kleinheit ||[A™'g(x)|| < /2 fiir
alle x € B.(0). Es gilt also

d(f, Ba(o)v O) = d(A> Bé‘(O)’ O) :

2. Schritt. Endlichdimensionale Approzimation. Wir verwenden den Spektralsatz [1]
9.6. Ein endlichdimensionaler Unterraum X; C X wir aufgespannt durch die (endlich
vielen) verallgemeinerten Eigenrdume von K zu Eigenwerten mit Betrag grofier als 1/2.
Der Raum X besitzt eine Zerlegung X = X; & X5 mit einem K-invarianten Unterraum
Xy. Zur Zerlegung existieren stetige Projektionen 7 und 7.

Wir betrachten nun die Homotopie id + K; mit K; := K om + (1 —t) K omy zwischen
K und dem endlichdimensionalen Operator K; = K o m;. Wir behaupten, dass die
Homotopie zuléssig ist. Tatséchlich folgt fiir Nullstellen  mit x = x1 + 2 fiir x; = m;:

0=(d+ K)(z) =21+ Kz =0und o + (1 =) Kz = 0.

Wegen Invertierbarkeit von A = id + K verschwindet z;. Da keine Eigenvektoren x-
mit Eigenwerten mit Betrag grofler 1 existieren, verschwindet auch x,. Die Homotopie
ist also zuldssig und wir kénnen den Grad mit K; berechnen,

d(f, B-(0),0) = d(id + K o 7, B.(0),0) = (—1)”.

Dabei haben wir das endlichdimensionale Ergebnis verwendet, also

B= Y md+EK)x)= Y mKlx)= > mK).

AER,A<O AER A< —1 AER A< —1

Damit kann der Grad aus der Vielfachheit der negativen Eigenwerte bestimmt werden.
O
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Teil 11.

Calculus im Banachraum
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5. Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt sind X und Y immer Banachrdume. Wir wollen uns mit nichtli-
nearen Abbildungen f von X nach Y beschéftigen. Da f nicht unbedingt auf ganz X
definiert sein muss, betrachten wir f : X D G — Y, wobei G eine offene Teilmenge von
X ist. Wir werden immer die Stetigkeit von f fordern, in Formeln f € C(G,Y). Die
Definitionen sind wie im Endlichdimensionalen. Man sagt, dass f stetig ist in einem
Punkt xq € G, falls

Vo >03e >0: f(B:(z0)) C Bs(f(x0)).

Dabei sind die Kugeln beziiglich der jeweiligen Norm zu sehen; als Topologie in G wird
die Topologie von X gewéhlt. Stetigkeit wird definiert als Stetigkeit in jedem Punkt.
Die stetigen und beschrinkten Funktionen bilden mit der Supremumsnorm ||.||» den
Banachraum Cy(G,Y).

Die Menge L£(X,Y) sei der Raum der beschrinkten linearen Abbildungen X — Y.
Mit der Norm

1T = Tl cxyy = sup{[|Tzlly - 2 € X, ||lz[x <1}

ist £(X,Y) wieder ein Banachraum.

5.1. Ableitung und Richtungsableitung

Idee: Die Ableitung einer nichtlinearen Funktion f : X — Y in einem Punkt zq ist die
lineare Abbildung X — Y, die f bestmoglich approximiert.
Dies ist das Konzept der Fréchet-Ableitung, fiir uns die Ableitung.

Definition 5.1 (Ableitung). f heifit differenzierbar in xzo € X, falls fir ein A €
L(X,Y) und den ’Fehler’

g9(z) = f(zo+2) — f(xog) — Az

qilt:
ly)ly
2] x

fir z — 0 in X. Wir schreiben dann D f(x) := A.

Bemerkungen: Ein solches A ist (falls es existiert) eindeutig. Wichtig an dem Konzept
ist, dass Df(x¢) eine Abbildung X — Y ist. Fiir die Auswertung in eine 'Richtung’
v € X schreiben wir meist

Df(zo) : v+ Df(zo) (v).
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In der Differenzialgeometrie sind die Konzepte in gewisser Weise klarer. Zu Mannigfal-
tigkeiten M, N mit Punkten x € M,y € N und Tangentialriumen {T,M : x € M} und
{TyN :y € N}gilt: Fiir f : M — N ist D f(x) eine Abbildung D f(x) : T,M — Ty N.
In unserem Fall sind M und N offene Teilmengen von Banachrdumen, und damit al-
le Tangentialrdume identisch zum Banachraum. Hohere Ableitungen sind durch obige
Definition abgedeckt: Die (erste) Ableitung ist eine Abbildung Df : G — L(X,Y).
Wir kénnen wieder ableiten und finden

Df G — L(X,L(X,Y)) = L(X x X,Y),
D2f(x) : (v,w) — D*f(z) (v, w).

Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass wir ein zweites mal differenzieren konnen.
Falls Df(x) € L(X,Y) stetig von xy € X abhiingt, so schreiben wir f € C1(X,Y).
Analog wird mit hoheren Ableitungen C*(XY) definiert.
Es gilt die Kettenregel (Beweis wie in der Infinitesimalrechnung): Falls f : X D
G —Y und g:Y DV — Z differenzierbar sind und g o f in einer Umgebung von xg
definiert ist, so gilt

D(g o f)(xo) = Dg(f(x0)) o Df(x0) : v = Dg(f(x0)) (Df(x0) (v)) -

Kompositionen von C*-Abbildungen sind wieder C*.

Ein schwécheres Konzept ist die Richtungsableitung. Hier betrachtet man zu ge-
gebenem f: X D G — Y und 29 € G Wege v : (—¢,e) — X, die durch zy laufen,
also

v € CH(—¢,),X), 715> 7(s), 7(0) = z0.

Die 'Geschwindigkeit” in 0 (also im Bildpunkt z¢) ist v := +/(0). Wir kénnen nun
fragen, wie sich die Werte von f verdndern, wenn wir den Weg ~ entlanglaufen. In der
0 bestimmen wir die Richtungsableitung von f in Richtung v nach der Kettenregel als

(£ 07)(0) = Df (o) {0}
s
Wir sehen, dass eine differenzierbare Funktion Richtungsableitungen in jede Richtung
hat; diese werden durch die Auswertung von D f(x) bestimmt. Umgekehrt gibt es aller-
dings Funktionen, die zwar in jede Richtung Richtungs-differenzierbar sind, aber nicht
differenzierbar.

Aus der Kettenregel und dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung folgt
sofort der Mittelwertsatz: Falls f € C''(G) auf einer offenen, konvexen Menge G, dann

f(a) — flwo) = / L w0+t — 20)) db

dt
:/0 D f(xo + t(z1 — @0)) (1 — 20) dt

— [/01 Df(xo +t(zy — x0)) dt| {xy — x0) .
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5.2. Euler-Lagrange Gleichungen

An einem Beispiel wollen wir demonstrieren, wie man Ableitungen im Banachraum fiir
die Herleitung von Differenzialgleichungen einsetzen kann. Wir wollen die isoperimetri-
sche Ungleichung betrachten: Im zweidimensionalen Raum wollen wir mit einer Linie
minimaler Lénge ein vorgegebenes Volumen einschliefen.

Variablen: Die Hohenfunktion sei u : (0,1) — R. Die Hohe in den Randpunkten sei
0, also u(0) = 0 = u(1).

Energien: Die Fliache unter u sei durch Fj fest gegeben, die Lange des Graphen von
u soll minimiert werden. Wir nehmen also im Folgenden an, dass fiir u gilt

ue X :={ueC*[0,1],R)|u(0) = 0=u(l)},
F(u) := /o u(z) dx = Fy,
L(u) = /0 I+ [Oru(@)P dz = min {L(v)|v € X, F(v) = Fy}.

Abstrakte Schreibweise und Analysis: Wir versuchen, u durch eine Gleichung zu be-
schreiben. Zunéchst stellen wir fest, dass F': X — R und L : X — R differenzierbar
sind,

DF(u) (v) = /0 o) dz.

() dx.

! 1
DL(u) (v) = /0 = \Oxu(a:)\zﬁxu(x) 0,V

Fiir F folgt dies aus der Linearitit von F, die Ableitung (beste lineare Approximation)
ist die Funktion selbst. Die Formel fiir L gewinnt man durch die Kettenregel, denn
L =Togod ist die Verkettung vom (linearen) Integral I : C' — R mit der Funktion
g :C" 3 &) = /1+&()]? € C' mit der linearen Funktion d 'Differenziation’,
d:C?>uw O,ueCh.

Nun betrachten wir Wege
v € CH((—e,2), X), 750 (s), 7(0) = u.
Die physikalische Aussage war, dass fiir jeden Weg v mit F'(v(.)) = Fy gilt, dass L(v(.))

in s = 0 ein Minimum hat. Zunéchst wollen wir iiberpriifen, dass es zu jeder Richtung
v mit

/o v(z)dx = DF(u) (v) =0,

tatsichlich einen Weg ~ gibt mit F(y(.)) = Fp. Im vorliegenden (linearen) Fall geniigt
es, den Weg 7(s) := u + sv zu betrachten. Entlang des Weges v ist L im Nullpunkt
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minimal, also

_d
"~ ds

! 1
- /0 T o ) 0
pe_ [ _ G r)-v(x)dr
N /o ax<\/1+\8zu|2)( ) -vie)d

0 L(v(s))lo = DL(u) (v)

(x) dx

Fiir jedes v € X mit Mittelwert 0 verschwindet also das letzte Integral. Dies ist nur
moglich, falls der Ausdruck

Oxu B
K(z) =0, (m) () = Ko

unabhéngig von x ist. Zum Beweis: Angenommen, K wére an zwei Stellen z; und
x9 unterschiedlich grof. Dann wéhlen wir v so, dass v # 0 nur in der Ndhe der zwei
Punkte, positiv in der Ndhe von x; und negativ in der Nédhe von x5 mit Mittelwert 0.
Das Integral iiber K (z) - v(x) wére dann ungleich 0.

Wir haben erhalten, dass die Krimmung K entlang der Kurve konstant ist. Die
Kurve ist also ein Kreissegment. Die Argumentation bricht zusammen, sobald die Kurve
u genau einen Halbkreis beschreibt. Danach ist die Losungskurve nicht mehr als Graph
zu schreiben, die Variablen des Problems sind dann ungeeignet gewéhlt.
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6. Implizite Funktionen

6.1. Der Satz iiber Implizite Funktionen

Wir wiederholen den Satz iiber implizite Funktionen. Er gilt im Banachraum ebenso
wie im Endlichdimensionalen. Ziel ist das Auflésen der Gleichung f(z,y) = 0 nach z.

Satz 6.1. Sei
f: XxYDU—Z

stetig fir eine Umgebung U der Losung (xq,yo) von f(xz,y) = 0. Die Ableitung D, f in
U existiere und sei stetig in U. Falls

A:=D,f(xo,y0) : X — Z Isomorphismus,
dann kann man lokal eindeutiq auflosen:

(i) Es gibt 6,7 > 0, so dass fir eine eindeutig bestimmte stetige Funktion w :Y D
B.(yo) = Bs(xo) C X gilt

f(u<y)7 y) =0 \V/y € Br(y())? U(y0> = Zop.
(ii) f € C" impliziert u € C*(B,(yo), X) und es gilt dann
Dyuly) = — [Duf(uly),y)] " Dyf(uly),y).

(11i) Fiir alle p > 1 gilt: f € CP impliziert u € CP.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei zop = 0 und yy = 0. Grundidee des Beweises ist die
Aquivalenz

flz,y) =0 <= Av = —f(z,y) + Az =: R(z,y)
< 1 =A"R(z,y) = g(z,y).

Man zeigt die Existenz eines solchen Fixpunktes z (fiir jedes y) mit Hilfe des Ba-
nach’schen Fixpunktsatzes.
Zeige: Fiir geeignetes r und ¢ ist

g(.,y) : Bs(0) = Bs(0) C X eine Kontraktion

fiir alle y € B,(0) C Y. Der eindeutige Fixpunkt ist = =: u(y).

40



Sei ¢ > 0 mit ¢||A~Y|| < 1/2. Wir rechnen fiir R:
R(w1,y) — R(xa,y) = Ary — Awy — (f(21,9) = f(22,9))

— Ay — 1) U Daf(ter + (1 — t)s) dt] (21 — 7)
_ [A—/O Dy f (ks + (1= t)2s) dt} (21 — 3)

— [/01 (D2 f(0,0) — Dy f(tar + (1 — t)z2)) dt} (21 — 22).

Wegen der Stetigkeit von D, f kénnen wir r und 0 wihlen mit || D, f(0,0) — D, f|| <€
auf Bs x B, C X x Y. Dann gilt

[R(z1,y) — R(za,y)l| < ellzr — 22| Vy € B,
und daher )
lg(z1,y) — g(x2,y)|| < §H9€1 — 9|l Vy € B,
Wir miissen noch nachweisen, dass g(.,y) eine Selbstabbildung von By ist. Nach evtl.

Verkleinern von r gilt [g(0,y)|| < 36 fiir alle y € B,. Wegen |[|g(z,y) — g(0,y)| <
:llz = 0|| gilt dann auch

1
lgCz, )l < 50 + 1190, y)ll < 0.

Dies liefert die eindeutige Losung x =: u(y).
Stetigkeit von u: Seien yp,ys € B,. Wegen der Losungseigenschaft gilt

Jw(yr) — w(y2)|l < [lg(uw(yr), y1) — g(u(y2), o)l
< lg(u(y1), y1) — g(u(y2), »1)||

+ [lg(w(y2), y1) — g(u(y2), y2)l

< Llutn) — wlo)ll + 9t 1) — glulun), w2)].

Der zweite Term konvergiert gegen 0 fiir y; — 1o, weil g stetig ist. Damit ist auch u
stetig und (i) ist gezeigt.

(it) Differenzierbarkeit von w: Fiir zwei Punkte y und y + 6, in B, betrachten wir
0y = u(y + 9y) — u(y). Fir

B(y) == — [Dof(u(y), y)| " Dyf(u(y),y) Y = X

miissen wir zeigen

]

160 = B(y)dyll = o(l[6y]])-
Die Differenzierbarkeit von f impliziert, dass fiir beliebiges ¢ > 0 eine Schranke
do(g) > 0 existiert, so dass fiir alle ¢, mit ||d,|| < do gilt (verwende §,, — 0 fiir §, — 0
wegen Stetigkeit von u):

| f(uly + 0y),y +8,) — fluy),y) — Daf(u(y), y)ou — Dy f(u(y),y)d,]
< e([loy Il 4 110ull)-
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Bemerke, dass die beiden ersten Terme verschwinden, es gilt also

1D f (u(y), y)ou + Dy f (w(y), y)dy || < e(l0y] + [I9ul])-

Wegen D, f(u(y),y) — D,f(0,0) fir y — 0 (Stetigkeit von D, f und von u) und
da A = D,f(0,0) invertierbar, ist auch D, f(u(y),y) invertierbar mit beschrénkter
Inversen (fir kleines r, y € B,.). Dann gilt

16w = B(y)oyll < Ce([|,]] + [16ull)
< Ce([|oy [l + 110w = B(y)oyll + [ B(y)dy)-

Fiir ¢ > 0 klein genug kann der zweite Term der rechten Seite absorbiert werden. Die
Operatoren B(y) sind beschriankt und es folgt

16w — B(y)dyll < 2C¢|dy ],

also die Differenzierbarkeit von u im Punkt y. Da die Formel fiir die Ableitung stetig
von y abhéngt, ist u differenzierbar. (iii) folgt aus der Formel fiir die Ableitung. [

6.2. Lokale und globale Inverse

Satz 6.2 (Lokale Inverse). Sei f: X DU — Y eine CP-Funktion, p > 1, zo € U und
f(zo) = yo. Falls D, f(xg) : X — Y ein Isomorphismus, so gilt fir ein r > 0:

In B.(yo) gibt es eine eindeutige Inverse, d.h. u : B.(yo) — X mit u(yo) = x¢ und
fu(y)) = yYy € B,(yo). Die Inverse u ist von der Klasse C?.

Beweis. Lose F(z,y) = f(x) —y =0 € Y nach z € X auf. D, F(zo,y) = D.f(x0)
und der Satz iiber implizite Funktionen ist anwendbar. O

Wihrend diese lokale Umkehrbarkeit schon in der Analysis II behandelt wird, ist
das nachfolgende Resultat iiber globale Inverse weniger bekannt. Man denke an das
Beispiel der Funktion exp : R — R, um zu sehen, dass globale Inverse selbst fiir
Abbildungen mit invertierbarer Ableitung nicht unbedingt zu existieren brauchen; eine
Zusatzvoraussetzung iiber die Inverse der Ableitung ist notwendig.

Satz 6.3 (Globale Inverse). Sei f € CY(X,Y) so, dass [D,f(z)]™" € L(Y, X) existiert
fiir jedes x € X und mit
I[Daf ()]l < alle]l + 8

fiir feste Zahlen o, 3. Dann ist f : X — Y ein Diffeomorphismus.

Beweis. 1. Schritt. Finde zu yy € Y ein Urbild zy. Ohne Einschriankung nehmen wir
f(0) =0 an.

Wir betrachten den Weg y : [0,1] — Y, t — ¢ - 3o und suchen einen Urbild-Weg
x:[0,1] = X mit f(z(t)) = y(t)Vt. Sei E das "Existenzintervall eines Urbildweges’,

E :={T € [0,00)|3z € C°([0,T], X) mit
(0) = 0, f(x(t)) = y()¥t € [0, T]}.
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Wir behaupten, dass E offen und abgeschlossen in [0,00) ist. Da 0 € E gilt dann
E =10, 00).

E offen: Sei T := sup E. Angenommen T € E. Nach dem Satz iiber die lokale Inverse
konnen wir in einer Umgebung der Losung f(x(7)) = y(T') nach = auflésen. Dann war
T nicht maximal, ein Widerspruch.

E abgeschlossen: Sei wieder T' := sup E. Unter der Annahme 7' < oo wollen wir
zeigen, dass T' € E. Es gilt

(@) < / la/(s)]] ds < / VD2 ()] 1y (5)]] ds
< lwol / (allz(s)] + B) ds.

Dann kann ||z(t)|| hochstens exponentiell wachsen (Gronwall Ungleichung). Da T fest
ist finden wir eine Abschitzung ||z(t)|| < C; fiir alle t < T'. Dies beschriankt gleichzeitig
die Ableitung

=" (O < [[Dof ()] Iy ()]l < (aCy + B)llyoll < Ca

Daher ist fiir t;, ~ T die Folge x(t;) eine Cauchy-Folge in X und hat also einen
Grenzwert z*. Wegen Stetigkeit von f gilt f(z*) = y(T'). Wir setzen z(7) := z* und
schliefen T € E.

Wir haben einen Weg x gefunden und damit insbesondere ein Urbild f~!(y,) := x(1).

2. Schritt. Eindeutigkeit des Urbildes. Annahme f(z1) = yo = f(x2) fir x; # .
Ohne Einschrinkung sei yo = 0. Wir haben also einen Weg = : [0,1] — X, t —
try + (1 — t)zo und einen Weg im Bild y : [0,1] — Y, ¢t — f(z(t)). Der Urbildweg
ist eine Strecke, der Bildweg ist ein geschlossener Weg. Dies werden wir zu einem
Widerspruch fiihren.

Idee: Homotopiere den Bildweg y zum trivialen Weg!

Wir definieren die Rdume der Wege in X und Y/,

Zx = {u € C°([0,1], X)|u(0) = u(1) = 0},

Zy = {w € C°([0,1],Y)|w(0) = w(1) = 0},
und die Abbildung

F:Zy = Zy, F)(t)= f(ult)+z(t)).

Insbesondere werden die 0-Randwerte eingehalten. Wir homotopieren nun y : [0, 1] —
Y zum trivialen Weg mittels g(t; A) := Ay(t). Dies ist ein Weg im Raum Zy, der y mit
der 0 verbindet. Wir wollen Schritt 1 verwenden, um einen Urbildweg zu finden. Dazu
berechnen wir

DF(u): Zx = Zy, v+ Df(u(.) + x(.)) v(.),

also auch
(DF(u)'w)(t) = Df(u(t) + x(t)) " w(t) Vt.

Dies impliziert
IDF(u) " leizy,2x) < allullo + 5"
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Schritt 1 impliziert fiir F', dass es einen Urbildweg zu g gibt:

w:[0,1] x [0,1] = X, (t, \) — a(t; \)
mit F(a(t; X)) = g(t; A)VE, A

Wir betrachten die Eigenschaften des Weges t +— u(t,0)+x(t). Dieser Weg verbindet x;
mit x5, aber jeder Punkt des Weges wird von f auf die Null abgebildet. Ein Widerspruch
zur Invertierbarkeit von f in einer Umgebung der Null. O]

6.3. Anwendung auf DGL: Stetige Abhdngigkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Abhéngigkeit von Losungen von gewhnlichen
DGL von Ihren Daten. Dabei sehen wir, wie der Satz iiber implizite Funktionen auf
DGLs angewendet werden kann.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

firé e X, 0 € R, A€ A, X und A sind Banachraume.
Frage: Wie hingt die Losung u von den Daten (0,&, \) ab?

Satz 6.4. Sei f : Rx X xA — X stetig, D, f existiere und sei stetig in einer Umgebung
von (09,80, No). Dann existiert T > 0 und eine Umgebung U von (0g, &, o), so dass
fiir alle (o,6,\) € U eine Losung u(.;0,&,)) auf (0 —T,0+T) existiert. Falls f € C¥,
so gilt (nach eventueller Verkleinerung von T und der Umgebung U )

uwe C*(og—T,00+T) x U, X).

Beweis. Wir betrachten ein kleines Existenzintervall; fiir kleines T" > 0 seien alle ¢ mit
|t — o] <T. Wir normalisieren die Zeit und die Losung durch die Umparametrisierung

t=0c+71T, u(t):§+q)<t;0).

Dann lautet die Gleichung fiir ®(7)

fo0 =i Teony Yy
(0) =0.

Wir definieren die Raume

A:={®e C'([-1,1],X)|®(0) =0},
Y =RxRx X xA, (T,0,§,\) €Y,
B :=C"[-1,1],X),
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und die Abbildung (lokal definiert)

F:AxY =7
(P, (T,0,&,N) = 0, P(.) =T flo+T.,6+ P(.),N).

Wir wollen F(®,(T,0,£,A)) =0 nach ® auflosen. Wir berechnen
DCI>F(07 (070-07507 )\0)) A= B7 P = 87’907

wobei wir benutzt haben, dass 7' = 0 im fraglichen Punkt. Daher ist
DgF(0, (0, 00,&0, Ao)) : A — B ein Isomorphismus. Mit dem Satz iiber implizite Funk-
tionen kénnen wir nach ® auflésen. Wir benutzen die Stetigkeit von Dg F', die aus der
Stetigkeit von D, f folgt. Die Losung ® erbt die Differenzierbarkeitseigenschaften von
F| also die von f. Die Losung u(t, o, &, A) hat die Differenzierbarkeitseigenschaften von
D, m

Die differenzierbare Abhéngigkeit von Parametern ist global interessant. Der obige
Satz impliziert auch die folgende Aussage:

Sei u : [0,T] — X eine Losung von () zu den Daten (o,&, A). Falls f von der Klasse
C* ist, so ist die Abhéngigkeit von u(t) von den Daten (o,&, \) auch C*.

Zum Beweis iiberdeckt man den Weg u([0,7]) mit endlich vielen Kugeln, in denen
der obige Satz gilt. Dann ist die Abbildung (o, &, A) +— u(t) eine Verkettung von endlich
vielen C*-Abbildungen und also auch C*.

6.4. Lagrange-Multiplikatoren

In der Ableitung der Euler Gleichungen fiir ein Extremalproblem mussten wir einen
Weg definieren, der mit vorgegebener Geschwindigkeit v durch den kritischen Punkt u
lauft. Falls die Vergleichsmenge ein linearer Raum ist, so kann man den Weg ¢ — u+cv
wiahlen. Ist die Vergleichsmenge allerdings eine Mannigfaltigkeit, so muss man geeignete
Wege erst finden. Dies geschieht mit dem Satz iiber implizite Funktionen.

Satz 6.5. Seien X,Y Hilbertraume, M C X offen. Ein Energiefunktional sei durch E :
M — R, eine Nebenbedingung durch ® : M — 'Y gegeben, beide stetig differenzierbar.
Wir betrachten ein Extremum w der Energie E in der Vergleichsmenge My = {x €
M|®(z) = 0}.

Falls D®(u) : X — Y surjektiv ist, so existiert A € Y mit

DE(u)v = (A, D®(u)v) VYov e X. (6.1)

Im Beweis werden wir folgende Aussagen aus der linearen Funktionalanalysis ver-
wenden:

1. Riesz-Darstellung. Im Hilbertraum H gilt: Jedes Funktional f € H' = L(H,R)
148t sich mit einem A\ € H darstellen: f(h) = (A, h) fiir alle h € H.

2. Zerlegung. Sei Hy C H abgeschlossener Unterraum in einem Hilbertraum H.
Dann gibt es einen abgeschlossenen Unterraum H; mit H = Hy @& H; (sogar
orthogonale Zerlegung moglich).
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3. Satz von der Inversen: Fiir Banachraume X,Y gilt: Falls A € L£(X,Y) bijektiv
ist, so existiert A™' € L(Y, X).

Beweis. Wir betrachten den Tangentialraum an My, Xy := ker(D®(u)) € X und
zerlegen X als X = Xy @ X;. Die Abbildung A := D®(u)|x, : X; — Y ist bijektiv, es
existiert also A~ € L(Y, X;).

Die Abbildung f := DFE(u)o A™! : Y — R ist stetig und kann dargestellt werden
mit A € Y als f(y) = (\,y). Wir verwenden dies fiir y = Az, also gilt

DE(U).’El = <)\,A$’1> V.Tl € Xl-

Damit ist die Aussage fiir alle 'Normalenrichtungen’ gezeigt.

Fiir alle 'Tangentialrichtungen’ zy € Xy gilt nach Definition von X, dass
(A, D®(u)xo) = 0. Es bleibt zu zeigen, dass DFE(u)xy = 0. Dafiir miissen wir einen
Weg v : (—e0,£0) = My finden mit v(0) = u und v'(u) = xy. Sobald dieses v gefunden
ist, gilt wegen Extremalitit von F

0= LBl = D),

und also die Behauptung.
Den Weg finden wir mit dem Satz iiber implizite Funktionen. Die Gleichung

U (zg, 1) = P(u+ x¢ + 1)

148t sich wegen Invertierbarkeit von D, ¥(0) = D®(u)|x, = A lokal lésen durch x; =
x1(xo). Wir definieren fiir festes zyp € Xy den Weg als v(e) 1= (u + exg + x1(ex0)).
Die Formel fiir die Ableitung liefert Dx1(0) = —A™*D®(u)|x, = 0, also auch 7/(0) =
Zg- ]

Um die Aussage zu illustrieren, betrachten wir das Standardbeispiel.

Beispiel 6.6. Sei Q& C R" offen und glatt und der Banachraum sei X =
{ue C*Q,R)|u=0 auf 9Q}. Wir betrachten die Energie E : X — R und die Ne-
benbedingung ® : X — Y =R,

E(u) ::/Q%|Vu\2, ) = —1—|—/Q|u|2.

Ein Minimum von E unter der Nebenbedingung ® = 0 erfillt notwendigerweise fiir ein
AeR

w)v = AD®(u)vVv € X

= / Auv—/Vu Vv=A\ /UUVUEX

= — Au = \u.

Fiir eine nichtlineare Euler-Lagrange Gleichung siche Ubung.
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7. Kompakte Operatoren

Wir betrachten die folgende Aussage.

Stetige Abbildungen von der abgeschlossenen Einheitskugel in sich haben
einen Fixpunkt.

Diese Aussage ist im Endlichdimensionalen richtig und im Banachraum im allgemeinen

falsch.

Beweis. a) Im Endlichdimensionalen ist die Aussage gerade der Satz von Brouwer. Wir
werden den Satz von Brouwer spéter mit Hilfe des Abbildungsgrades beweisen.

b) Betrachte X :=1? := {z : N = R : [[z||* := > ;2 |:]* < oo}. Sei K := B; C X
und f: K — K definiert durch

f(x) = (/1= ||z||? xo, 21, ...).

f ist eine stetige Selbstabbildung der Kugel. Wir werden sehen, dass f keinen Fixpunkt
hat. Annahme: Sei f(z) = . Dann ||z|| = || f(z)|| = 1 nach Definition von f. Anderer-
seits gilt dann zg = /1 — ||z||? = 0. Damit folgt x; = o = 0, 9 = x; = 0 usw. Ein
Widerspruch. [

Das Beispiel zeigt, dass man im Banachraum eine zusétzliche Forderung an f stellen
muss. Es hat sich gezeigt, dass eine geeignete Forderung die Kompaktheit ist.

7.1. Definition, endlichdimensionale Approximationen

Wir schreiben fiir den Abschluss einer Menge M statt M auch cl(M).

Definition 7.1. Sei A C X. FEine Abbildung f : A — 'Y heifit kompakt, falls sie stetig
ist und cl(f(B)) kompakt ist fiir alle beschrinkten Teilmengen B C A.

Bemerkungen: Da Y vollsténdig ist, gilt: A kompakt : <= A priakompakt, d.h. es
gibt endliche Uberdeckungen mit e-Kugeln Ve > 0. In der Definition kénnen wir dann
fordern: f(B) prakompakt fir alle beschrinkten B C A.

Falls A beschréankt ist, reicht es zu fordern: f(A) prikompakt. Begriindung: abge-
schlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.

Bemerkung 7.2. Sei f: X — Y stetig, A C X abgeschlossen und beschrdnkt.
e X undY endlichdimensional: f(A) ist abgeschlossen und beschrinkt.

e X unendlichdimensional: f(A) muss weder abgeschlossen noch beschrinkt sein.
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Beweis. Im endlichdimensionalen Fall gilt: A kompakt, also f(A) kompakt (offene
Uberdeckungen des Bildes liefern offene Uberdeckungen des Urbildes), also f(A) ist
abgeschlossen und beschrankt.

Im unendlichdimensionalen Fall kénnen wir Punkte z, € 0B;(0) C X finden mit
|, — || > 1 fiir alle n # m. Setze

k(I =2llx =)  fir x € Byjo(zy),
pl) = { 0 sonst.

Die Abbildung ¢ ist stetig aber unbeschrinkt auf By(0).
Zur mdglichen nicht-Abgeschlossenheit des Bildes: Wir ersetzen in der Definition von
¢ den Faktor k durch 1 — 1/k. Dann ist das Bild ¢(B2(0)) = [0, 1). O

Das nachfolgende Theorem sagt, dass kompakte Abbildungen genau die sind, die
sich gut durch endlichdimensionale Abbildungen approximieren lassen. Wir betonen an
dieser Stelle, dass Kompaktheit immer nur auf beschriankten Mengen iiberpriift werden
muss: eine Abbildung f : X — Y ist kompakt, falls jede Einschrinkung f|4: A =Y
auf eine abgeschlossene beschrankte Menge A C X kompakt ist.

Satz 7.3. Sei A C X abgeschlossen und beschrinkt. Dann sind fir f : A =Y dquiva-
lent:

1. f ist kompakt.

2. fa)n: A=Y mit f,, — f in C°(A,Y) und span(f,(A)) endlichdimensional
und fn(A) beschrinkt.

Die Folge f,, kann so gewdhlt werden, dass sie in die konvexe Hiille von f(A) abbildet.

Beweis. ’(2) = (1): Da im Banachraum jeder Punkt eine abzéhlbare Umgebungsbasis
hat, reicht es, zu zeigen, dass cl(f(A)) folgenkompakt ist. Es reicht also, fiir eine Folge
f(zg) in f(A) zu zeigen: Es gibt eine Teilfolge, so dass f(zx) — y € cl(f(A)).

Die Folgen ( f,,(xy))x sind beschréankte Folgen im Endlichdimensionalen und fiir Teil-
folgen von k gilt f,(x;) — y,. Die Werte (y,), bilden eine Cauchy-Folge wegen

190 = Ymll <y = Faleo)ll + 1 fn(zr) = Fulze) |+ 1 (2r) = ymll;

durch Wahl von k = k(n, m) wird Kleinheit erreicht. Daher konvergieren die y, gegen
ein y € Y. Der Ausdruck

1 (ex) = yll < 1f (r) = FaC) | + ([ Fnler) = ynll + Ny =yl

wird beliebig klein fiir geeignet gewéhltes n und k& = k(n) gross. Insbesondere gilt die
Konvergenz. Automatisch gilt auch y € cl(f(A)).

(1) = (2)": Da f kompakt, ist cl(f(A)) kompakt. Fiir ¢ = % > 0 gibt es daher eine
endliche Uberdeckung mit e-Kugeln,
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.....

B.(f(z;)). Wir setzen damit
p
Fal@) =Y 0(f(2)) f(zy).
j=1
Dann hat f,, endlichdimensionales Bild, ist stetig, und erfiillt

1/ () = ful@)] =] ij(f(x))[f(x) — f(a)]ll

Fiir j mit ¢;(f(z)) # 0 gilt f(x) € B-(f(x;)) und daher || f(z) — f(z;)|| < e, also
1f (@) = ful@)]| <e.
[

Beispiel 7.4. Sei X = *(N,R) und A : X — X die lineare Fortsetzung von ey, — 1ey,
fiir Basisvektoren e,. Dann ist A kompakt.

Beweis. Dies folgt mit Satz 7.3. Die linearen Operatoren mit

A k<
Ay X = X eprs 40 =T
0 sonst,
approximieren A gleichméflig und sind jeweils endlichdimensional. O]

Beispiel 7.5. Fiir das Intervall I = (a,b) C R ist die Einbettung
j:C(I,R) = C(I,R),
j(u) = u, kompakt.

Beweis. Fur n € N unterteilen wir I in n Intervalle [}, der Lange Az := n(b—a)/n mit
Stiitzstellen @y := a + £(b — a). Zu einer Funktion u € C* kénnen wir die Punktwerte
up € R, k=0,...,n — 1 bestimmen, u, = u(xg). Zu den uj wiederum betrachten wir
die lineare Interpolation u”, definiert durch

u™(z) = Aug + (1 — Nugyy fiir © = Az + (1 — N)agyq € Iy

Die Abbildung I1,, : u — u,,, C* — C? ist wohldefiniert, endlichdimensional, und stetig.
Wir behaupten, dass II,, — j gleichmé&fig. Dazu rechnen wir mit geeigneter Stiitzstelle

Ty = xp(T)
1 (w) = T (u)jco = sup Ju(z) — u"(2)]

< Sup (Ju(z) — w(xg)| + [u™(x) — u™(z)])

< ule- (80" + (A (5.

Auf einer Kugel in C* konvergiert dieser Ausdruck gleichméBig gegen 0 (die Kleinheit
des Ausdruckes ist unabhéngig von ). O]
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Lemma 7.6. Sei f : X — Y wvon der Klasse C' und kompakt in einer Kugel B,(zy).
Dann ist D f(xg) € L(X,Y) ebenfalls kompakt.

Beweis. Ohne Einschriankung sei 2o = 0 und f(zy) = 0. Wir setzen A := D f(x() und
betrachten eine Folge 2, € B1(0) C X. Wir wollen zeigen, dass fiir eine Teilfolge gilt
Axp —y fireiny € Y.

Wegen der Differenzierbarkeit von f gibt es fiir jedes n € N ein § = d(n) > 0 mit

I£x) ~ Axl| < 5 Va € By(0).

Fiir festes n konnen wir zu einer Teilfolge tibergehen, so dass f(d(n)xy) — vy, fir
k — oo und ein y, (Kompaktheit von f). Dann gilt fiir k,1 — oo

0 [[f(d(n)ax) = FO(n)z)|| = [[6(n) Az, — z) || = %5@),

also [|A(zy, — x;)|] < 2 fiir groBe k,l. Wir gehen nun successive fiir jedes n zu einer
Teilfolge iiber und finden insgesamt eine Teilfolge, so dass Ax; eine Cauchy-Folge ist,
also einen Limes besitzt. O]

7.2. Der Fixpunktsatz von Schauder

Satz 7.7 (Brouwer-Schauder). Sei A C X abgeschlossen, konvex und beschrinkt, X
ein Banachraum. Dann hat jede kompakte Abbildung f : A — A einen Fixpunkt.

Wir werden dieses Theorem spéter mit dem Abbildungsgrad zeigen. Es ist allerdings
sehr informativ, sich den unendlichdimensionalen Fall aus dem endlichdimensionalen
Fall abzuleiten.

Beweis. (Schliefle die Banachraumversion aus der endlichdimensionalen Version) Sei-
en f, endlichdimensionale Approximationen aus Satz 7.3. f,, bildet in den endlichdi-
mensionalen Teilraum F,, ab, ausserdem in die konvexe Hiille von f(A) C A, wegen
Konvexitat von A also auch nach A. Wir betrachten die Einschréankungen der Abbildun-
gen, fulang, : ANE, — AN E,. Dann hat f, einen Fixpunkt z,,, f,(x,) = x,. Wegen
der Kompaktheit von cl(f(A)) gibt es eine konvergente Teilfolge x,, — x € cl(f(A)).
Es gilt

S|

[en = fen)ll = [[falzn) = flzn)] <
Wegen z, — x und f(z,) — f(z) folgt x = f(x). O

7.3. Beispiel: Inverse Differenzialoperatoren

Satz 7.8 (Arzela-Ascoli). Sei Q C R" kompakt und A C C°(Q,R). Fulls A eine
gleichgradig stetige Familie von Funktionen ist, d.h. fir C > 0 gilt

iléglf(fv) — fW)| =0 fiir |z —y| — 0,
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so ist der Abschluss A kompakt in C°.

Satz 7.9 (Sobolev—Einbettungen). Sei Q C R™ beschrankt und mit Lipschitz-stetigem
Rand. Dann gilt fir m,k € N, p,q € (1,00) und o € (0, 1)

k—">m-" = gtrcpgma (7.1)
P q

k—">m+a = HWwcComto (7.2)
P

Die Einbettungen sind kompakt, falls ’echt grofier’ gilt.
Fiir Beweise siehe z.B. Alt [1], 2.25, 8.7 und 8.8. Siehe auch die Ubungen.

Anwendung auf DGL: Ein Existenzsatz.
Wir betrachten wieder die gewohnliche Differenzialgleichung

u'(t) = f(t,u(t)), u(t = 0) = ug. (7.3)

Satz 7.10 (Existenzsatz von Peano). Sei f : [0,T] x X — X stetig, X endlichdimen-
sional. Dann hat fiir kleine Zeiten (7.3) eine Lisung.

Beweis. Bemerke zunéchst: Fiir o, > 0 und B.(up) C X ist die Funktion f auf
[0,t0] X By(ug) beschrinkt durch eine Konstante M € R.
Eine Losung erfiillt nach dem Fundamentalsatz

u(t) = ug +/0 f(ryu(r)) dr.

Wir benutzen
Z:={ue CU([O,tO],X) cu(0) = uo}

und fiir 7 > 0 auf A := B,(ug) N Z C C°([0, o), X) den Operator S durch

Su(t) := ug +/0 f(ryu(r)) dr.

Wegen ||Su — ug|| < to- M gilt fiir t klein: S : A — A. Wenn wir nachweisen, dass S
kompakt ist, dann kénnen wir den Satz von Schauder anwenden. Der Fixpunkt ist die
gesuchte Losung.

Beh.: S ist kompakt. Wir benutzen Arzela-Ascoli. Die Menge S(A) C CY ist priikom-
pakt, weil die Funktionen der Menge S(A) gleichgradig stetig sind: Sei z = Su. Dann
gilt

to
[2(t1) = =(t2) | S/ [f (7, u(r))] dT < M [t — 1],
t1
Dies geht gegen 0, und zwar gleichméssig fiir alle u. Die zweite Bedingung der gleich-
gradigen Stetigkeit ist auch erfiillt: sup, sup, |z(¢)| < ||uo|| + Mto. O
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FEine abstrakte Formulierung:
Der Operator S ist eine Verkettung von drei stetigen Operatoren,

F:C°%0,7),X)— C°(0,T),X), u(.) —
I:C°(0,7),X)— C'((0,T), H/ f(s) ds,
j:CY(0,T),X) — C’O((O,T),X), A=

Der Operator S war S = j o[l o F. Die Operatoren F' und [ sind beschriankt auf
beschréankten Teilmengen und der Operator j ist kompakt (nach Arzela-Ascoli). Dann
ist auch die Verkettung kompakt (folgt direkt aus der Definition).
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8. Fredholmoperatoren

8.1. Definition, Stabilitat

Fredholmoperatoren sind in gewisser Weise das Gegenstiick zu kompakten Operato-
ren. Wahrend die kompakten Operatoren bis auf endlich viele Komponenten nahe der
Null sind, sind die Fredholmoperatoren im Wesentlichen nahe der Identitat. Wir be-
trachten Fredholmoperatoren in zweierlei Kontext. Zum einen konstruieren wir den
Abbildungsgrad fiir nichtlineare Operatoren der Form Identitdt + kompakt — und
dies sind im linearen Fall gerade die Fredholmoperatoren. Zum anderen werden wir
in der Verzweigungstheorie annehmen, dass die Ableitung einer nichtlinearen Abbil-
dung ein Fredholmoperator ist. Wenn dies der Fall ist, dann gibt es, grob gesprochen,
endlich viele Dimensionen, in denen etwas Interessantes passieren kann (nicht-injektive
und nicht-surjektive Anteile), auf dem Rest ist der Operator invertierbar.

Der Begriff "Fredholm-Operator’ wird im Folgenden nur fiir lineare Operatoren ver-
wendet. Wir bezeichnen mit ker(L) den Kern ker(L) = {x € X|Lxz = 0}, und mit
R(L) = L(X) = {Lz|x € X} das Bild eines Operators L : X — Y. Wieder ist £(X,Y)
der Raum der stetigen linearen Abbildungen.

Definition 8.1. Ein Operator L € L(X,Y) heifst Fredholm-Operator, falls
1. R(L) abgeschlossen,

2. dimker(L) < oo und codim R(L) < 00.

Die zweite Bedingung heifit, dass es eine Zerlegung Y = Yy ® R(L) gibt mit endlich-
dimensionalem Yy. Die Codimension codim R(L) ist die minimale Dimension von Y.
Die ganze Zahl dimker(L) — codim R(L) heifst der Index des Fredholmoperators.

Fiir eine einheitliche Notation: In dieser Vorlesung werden wir immer so zerlegen:
X = Xy @ Xy, wobei Xy = ker(L) endlichdimensional, und Y = Y, @& Yj, wobei
Y1 = R(L) und Yj endlichdimensional.

Um die Definition zu verstehen, erinnern wir (sh. z.B. [1]) an den Satz vom abge-
schlossenen Komplement.

Satz vom abgeschlossenen Komplement. Sei X ein Banachraum, Y C X ein

abgeschlossener Unterraum, und Z C X ein Unterraum mit X = Y & Z. Dann

sind dquivalent:

(a) Es gibt eine stetige Projektion P € £(X) mit R(P) =Y und ker(P) = Z.

(b) Z ist abgeschlossen.
Dieser Satz hat die eine einfache Richtung (a)=- (b): Falls P stetig ist, so ist Z =
P~1({0}) als Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen.
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Da mit einer Projektion P wie in (a) auch die Projektion ¢ = id — P stetig ist, ist
auch Y = ker () abgeschlossen. Wir sehen, dass der Satz so gelesen werden kann: “Ist
Y C X ein abgeschlossener Unterraum, so hat Y ein abgeschlossenes Komplement X.”

Bemerkungen zu Definition 8.1: (i) Sei X Banachraum und X, ein endlichdimen-
sionaler Teilraum. Dann gibt es eine stetige Projektion auf X,. Insbesondere hat X
ein abgeschlossenes Komplement.

Beweis von (i): Sei Xy = span(ey, ..., e,) und A, : Xy — R die linearen Funktionale
mit Ag(e;) = dg;. Setze mit Hahn-Banach \j fort zu stetigen linearen Funktionalen auf
X. Dann ist durch

Pz = Zz\k(x) e
k=1

eine stetige lineare Projektion von X auf X definiert.

Insbesondere kénnen wir in der Zerlegung der R&ume immer X; abgeschlossen
wéhlen.

(ii) Fiir einen Fredholmoperator L sei X = Xy @ X; eine Zerlegung von X mit
Xo = ker(L) und X; abgeschlossen. Dann ist der Operator Ly := L|x, : X; — R(L)
stetig invertierbar. Dies folgt wegen der Abgeschlossenheit der Rdume aus dem Satz
itber die inverse Abbildung.

(iii) Eigenschaft (1) des Fredholmoperators folgt aus Eigenschaft (2).

Beweis von (iii): Sei X = X, @ X; mit X, = ker L und X abgeschlossen. Dann ist
Ly : X, — R(L) stetig invertierbar nach (ii). Der erweiterte Operator L : X; x Yy — Y,
(x1,90) — L1z + yo ist wieder bijektiv, linear und stetig zwischen Banachriumen,
insbesondere hat L eine stetige Inverse B := L. Also ist

R(L) = L(X,) = L(X, x {0}) = B}(X, x {0})

abgeschlossen.

Der Zusammenhang zu kompakten Operatoren ist wie folgt.

Satz 8.2. Fulls K € L(X,X) kompakt, so ist L := id+ K Fredholmoperator mit Index
0.

Beweis. Siehe Alt [1], Nr. 8.15. O
Es gilt auch die Umkehrung:

Lemma 8.3. Sei L : X — Y Fredholmoperator mit Index 0. Dann existiert ein Ba-
nachraumisomorphismus I :'Y — X, so dass I o L von der Form I o L := id + K st
mit K € L(X) kompakt. Man kann sogar erreichen, dass K endlichdimensional ist.

Beweis. Wir verwenden wieder L : Yyx X, — Y, (yo, 21) — Lx1+y mit der stetigen In-
versen B := L~ !. Der Operator BoL : X — Yy x X, ist die Identitit auf dem Anteil X,
also iiberall bis auf den endlichdimensionalen Teilraum Xj. Die endlichdimensionalen
Teilrdume X, und Y; haben dieselbe Dimension und sind daher isomorph. Daher kann
B auf Xy modifiziert werden zu einem Banachraumisomorphismus [ : Y — Xy x Xj.
Dieser erfiillt das Gewiinschte. O
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Nach diesen Voriiberlegungen ist das nachfolgende Lemma keine Uberraschung.

Lemma 8.4 (Fredholm + kompakt ist Fredholm). Sei L : X — Y ein Fredholm-
Operator und
K : X =Y kompakt.

Beide linear und stetig. Dann ist der Operator
L+K:X—=>Y
ein Fredholm-Operator mit demselben Index wie L.

Beweis. Durch ’triviales’ Hinzufiigen einer endlichdimensionalen Komponente zu einem
der Banachrdume X oder Y erreichen wir, dass L den Index 0 hat. Wir miissen zeigen,
dass der Operator L+ K wieder Fredholm ist und wieder den Index 0 hat. Durch einen
Isomorphismus [ : Y — X erreichen wir nach Lemma 8.3 die Situation /o L = id + K,
mit K : X — X kompakt. Der Operator I o K ist als Verkettung stetig mit kompakt
wieder kompakt, nach Satz 8.2 gilt also, dass [ o (L + K) = id + Ky + [ o K wieder
Fredholm mit Index 0 ist. Der Isomorphismus I dndert diese Eigenschaften nicht, wir
erhalten also das Ergebnis fiir L 4+ K. O

Fiir spétere Anwendungen notieren wir noch das nachfolgende berithmte Corollar zu
Satz 8.2.

Corollar 8.5 (Fredholm-Alternative). Sei A # 0 und K € L(X,X) kompakt. Dann
qilt:
Entweder hat (A — K)x = 0 eine nichttriviale Losung oder (A — K) ist invertierbar.

Beweis. Betrachte L = A — K. Nach Satz 8.2 ist L ein Fredholm-Operator mit Index
0. Falls ker(L) = {0}, so gilt R(L) = X nach der Definition des Index von Fredholm-
Operatoren. [

8.2. Ljapunov-Schmidt Reduktion

Unser Ziel ist die Reduktion eines unendlichdimensionalen Gleichungssystems auf ein
endlichdimensionales System. Wir wollen dafiir auf die “wesentlichen Koordinaten pro-
jezieren”.

Wir betrachten die Gleichung

M(z,\)=0 firM: X xA—=Y,

dabei seien X, A und Y Banachrdume. Im Folgenden seien M und D, M immer stetig.
Eine triviale Losung sei gegeben, ohne Einschrénkung nehmen wir an, dass M (0,0) = 0.

Wiére D, M invertierbar, so kénnten wir mit dem Satz iiber implizite Funktionen
die Gleichung M(z,\) = 0 nach z mit x = z(\) auflésen. Haufig hat man jedoch
keine Invertierbarkeit. Dann kann man immer noch hoffen, dass man bis auf wenige
Koordinaten auflosen kann.
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Voraussetzung im Folgenden: Der Operator L := D,M(0,0) : X — Y ist ein
Fredholm Operator.

Wie zuvor kénnen wir dann die Rdume zerlegen in X = Xy & X; = ker L & X mit
Projektion P : X — X auf X, mit ker P = X;. Ebenso Y =Y, &Y, =Y, @ R(L) mit
Projektion @ : Y — Y auf Yy mit ker ) = Y;. Wir bleiben bei unserer Konvention,
dass die Rdume X, und Y die endlichdimensionalen Unterrdume sind.

Die Gleichung M (z, \) = 0 ist dquivalent zu den zwei Gleichungen

QM(JI, )‘) =0,
(1= Q)M(z,\) = 0.

Wir schreiben diese Gleichungen mit Hilfe der Zerlegung des Raumes X mit der Va-
riablen x = zy + x4,

QM(.I‘O + ZL‘l,)\) = 0,
(1 — Q)M(ZL’O + 131,/\) = 0.

In dieser Formulierung l6sen wir die zweite Gleichung nach den (unendlich vielen)
Koordinaten x; auf. Tatséchlich erfiillt die Ableitung

Dl“l[(l - Q)M(l’o + T, A)”(O,O) = (1 - Q)L‘X1 : Xl — le?

ist also invertierbar. Wir finden eine Losungsfunktion z; = v(zo, A). Damit haben wir
das System reduziert auf die erste (endlichdimensionale) Yy-Gleichung:

O (29, A) := QM (x¢ + v(z0, A), A) = 0.
Diese Gleichung heifit die reduzierte Gleichung oder die Verzweigungsgleichung.

Wir fassen die Ergebnisse in einem Satz zusammen.

Satz 8.6. Sei M : X x A — Y mit trivialer Losung M(0,0) = 0, die Ableitung D, M
sei stetig in einer Umgebung der 0 und L := DM (0,0) sei Fredholm Operator und die
Zerlegungen

X=X Xy =kerL®d Xy, P: X —- X Proj. auf Xy, ker P = X,
Y=YyoY1=Yo® R(L), Q:Y =Y Proj. auf Yy, ker@Q =Y.
Dann gilt fir Umgebungen der 0, U C Xy = ker(L), V. C Xy, W C A: Es gibt
eine eindeutig bestimmte Funktion v : U x W — V| so dass lokal die Gleichung (1 —
Q)M (xo + x1,\) = 0 eindeutig durch x1 = v(xg, \) gelost wird, v ist stetig.
Die Gleichung M (xg + x1,A) = 0 ist lokal dquivalent zur reduzierten Gleichung fir
Xg € Xo,
P(x0, A) = QM (0 + v(20,A), A) =0 € Y.
Falls M € C', so sind v und ® in C* und es gilt
D,,v(0,0) =0, D,,®(0)=0.
Fiir die Ableitungsformeln rechnen wir im Nullpunkt
Dyyv = —=[Dy, (1 = Q)M)] ™" 0 Dy (1 = Q)M) = 0,
da D,,((1—-Q)M) = (1 — Q)L|x, = 0. Ahnlich folgt aus ker Q = R(L)
D,,®(0) =Qo Lo (id+ D,,v) = 0.
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9. Lokale Verzweigung

Wir wollen die Losungsmenge der Gleichung

flz,A) =0

studieren. Dabei betrachten wir A als einen Parameter, der in einem physikalischen
System zum Beispiel die Temperatur, der Druck oder eine Viskositéit sein kénnte. Er
ist uns im Prinzip vorgegeben. Wir konnen ihn allerdings auch als Variable ansehen und
uns fragen: Wenn wir die Eigenschaften des Systems fiir den Parameterwert A = Ao — ¢
kennen, was wissen wir dann iiber die Eigenschaften des Systems fiir den Parameterwert
A= )\0 + e?

Statt abstrakt von "Eigenschaften’ zu sprechen, wollen wir nun die Anzahl der Null-
stellen untersuchen, fragen also nach der Anzahl der Losungen der Gleichung f(., \) = 0
fiir verschiedene Werte von .

Schon mit A = R und X = R sieht man: Alles ist moglich!

1. f(x,\):==2— X (Nullstelle 148t sich verfolgen)

2. f(z,\):= (2> = \) (zwei Nullstellen tauchen auf)

3. f(z,\):=x-(x—A) (Variante von 1 mit Verzweigung)

4. f(z,\):=xz-(z*—)) (Variante von 2, zusitzliche Nullstellen)
5. f(x,A):==x- (2 = X\)(z* — \)  (Pitchfork)

Wir beobachten: Aufler in der ersten Gleichung geschieht eine Verzweigung. Im Ver-
zweigungspunkt (z,\) = (0,0) gilt: Neue Losungen tauchen auf oder Losungen ver-
schwinden oder Losungséste treffen sich.

In der ersten Gleichung ist man in der einfachen Situation, dass man lokal nach x
auflosen kann:

JA CRoffen, 0 € A, und g: A — X stetig:

. T (9.1)
Fiir jedes A hat f(z, A\) = 0 die eindeutige Losung = = g(\).

Die physikalische Interpretation ist, dass eine Anderung des Parameters (z.B. Tempera-
tur) zwar den Zustand des System #ndert, aber diese Anderung ist stetig, vorhersehbar
und umkehrbar. Die Verzweigungstheorie beschéftigt sich mit Situationen, in denen
(9.1) nicht gilt.

Satz 9.1 (Notwendige Bedingung fiir Verzweigung). Seien X, A, Y Banachriume, f :
X xA—Y sei C, f(xo,\o) = 0. Falls

D, f(zo, M) : X =Y ein Isomorphismus,
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so kann man lokal die Gleichung f(x,\) = 0 eindeutig durch x = g(\) l6sen. Der Punkt
(x0, Ao) ist also kein Verzweigungspunkt.

Beweis. Dies ist wortlich eine der Aussagen des Satzes iiber implizite Funktionen. [

Wir werden im Folgenden davon ausgehen, dass wir eine ’triviale Losung’ kennen,
f(zo, A\g) = 0. Dann gilt:

Bemerkung 1: Die Probleme beim Auflosen durch = = z()\) treten auf, obwohl f
glatt ist. Das Problem ist nicht durch eine Drehung des (z, \)-Koordinatensystems
behebbar.

Bemerkung 2: Uberall bis auf einzelne Punkte kann man lokal durch z = z()\)
auflosen (zumindest nach einer Drehung im (z, A)-Koordinatensystem). Im Fall A = R
und X =R und f € C' mit f(zg, \g) = 0 kann man immer lokal auflésen, falls

sz(xo, )\0) # 0.

Falls dies nicht gilt, so entscheiden zweite (hohere) Ableitungen iiber das lokale Aus-
sehen der Losungsmenge.

9.1. Ein topologisches Kriterium fiir eine Verzweigung

Wir betrachten den Fall, dass ein Ast trivialer Losungen gegeben ist, also den Fall
£(0,A) =0 fiir alle A.

Satz 9.2 (Hinreichende Bedingung fiir Verzweigung aus dem trivialen Ast). Sei X ein
endlichdimensionaler Banachraum und A = R, f: X x A — X stetig differenzierbar
mit f(0,\) =0 fir alle X\, und D, f(0,\) invertierbar fir X\ # X\o. Falls

Index(f(.,A),0) =0 € {£1} YA > Ao,

Index(f(.,A),0) =—0 VA<,
so ist Ag Verzweigungspunkt in dem Sinne, dass fiir ein eg > 0 gilt

Ve € (0,60) Fz(e), Me) = flz(e),A(e)) =0, [[z(e)]| =& (9-2)

Dabei kann \(€) so gewdhlt werden, dass A(€) — Ao fiir e — 0.

Beweis. Wir wahlen eine Folge p; N\, 0 und betrachten die Parameterwerte )\f =
Ao £ pg. Fiir jedes k gibt es einen Radius €, > 0, so dass die Abbildungsgrade
d(f(.,AF), B-(0),0) unabhiingig von ¢ < &, mit dem Index iibereinstimmen. Insbe-
sondere gilt fiir alle ¢ < g

d(f(, ), B=(0),0) # d(f(., Ay ), B=(0),0).

Wir kénnen €, monoton fallend wéhlen; gy ist das €9 aus der Behauptung. Sei nun
£ < go beliebig. Wir wihlen ein beliebiges k mit € < ;. Fiir die Homotopie f(., A) mit
A € [A;, A{] ist der Abbildungsgrad in den Endpunkten verschieden, die Homotopie
kann also nicht zuléssig sein. Wir folgern

3o € OB.(0), A € [\[,Af] < f(z, \) = 0.

Dies liefert die Behauptung (9.2). Da fiir kleines £ der Parameter k grofl gewéhlt werden
kann, gilt auch der Zusatz A(e) — Ao fiir e — 0. O
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0.2. Der Satz von Krasnoselskii

Ziel: Wir wollen (wieder) eine hinreichende Bedingung fiir eine Verzweigung finden.
Der Beweis basiert wieder auf topologischen Argumenten und dem Abbildungsgrad.
Wir werden Satz 9.2 nicht verwenden, aber dhnlich argumentieren.

Sei X ein Banachraum und f: X x R — X von der Form
f@,A) =z = (no+ Tz + g(z, A).
Wir machen folgende Annahmen:
L. o # 0,
2. T : X — X ist linear und kompakt,
3. ¢ ist eine nichtlineare, kompakte Abbildung X x R — X,
4. g(0,A) =0 fiir alle A und g(x, \) = o(||z||) gleichméBig in A € (—¢,¢).

Bemerkung: Bedingungen 2-4 sind erfiillt, falls f(z,\) = id — (uo + \)T'(z), mit T
nichtlinear, kompakt und C'.

Definition 9.3. Falls ein trivialer Ast gegeben ist, d.h. f(0,\) = OV, dann sagen wir:

(0, Xo) ist Verzweigungspunkt, falls in jeder Umgebung von (0, Ng) nichttri-
wviale Losungen von f =0 liegen.

Bemerkung: Falls f € C!, so ist nach Satz 9.1 die notwendige Bedingung fiir eine
Verzweigung
D, f(0,0) =id — puoT nicht invertierbar .

Aquivalent dazu ist: 1 /1o ist ein Spektralwert von 7. Wegen Kompaktheit von T ist
dquivalent: 1/pg ist ein Eigenwert von T'. Wir kénnen mit den obigen Annahmen nicht
mit dem Satz iiber implizite Funktionen argumentieren, denn wir haben g € C! nicht
vorausgesetzt.

Lemma 9.4. Die Situation sei wie oben beschrieben und id — ugT sei invertierbar.
Dann ist A = 0 kein Verzweigungspunkt.

Beweis. Eine Losung (z, \) erfiillt
0= f(e,N) = — (o + NT + g(a, N)

also
x = (id — poT) " ATz — g(z, \)].

Durch Wahl einer kleinen Umgebung von (0,0) erreichen wir, dass die rechte Seite
beschrénkt ist durch 1||z||. In dieser Umgebung kann es also keine nichttriviale Losung
geben. O
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Satz 9.5 (Krasnoselskii). Es gelte 1-4 und 1/pg sei ein Eigenwert von T mit ungerader
(algebraischer) Vielfachheit. Dann ist (0,0) ein Verzweigungspunkt fir f.

Beweis. Annahme: (0,0) ist kein Verzweigungspunkt. Dann sind fiir ein € > 0 in der
Menge B.(0) x (—¢,¢) keine nichttrivialen Losungen von f = 0. Daher ist der Index

d(f(.,\),B.,0)eZ

fir alle A € (—¢,¢) wohldefiniert (keine Nullstellen am Rand). Wegen der Homotopie-
eigenschaft ist der Index unabhéngig von A. Dies wird zu einem Widerspruch fithren.

Um im Folgenden den Index zu berechnen, betrachten wir die Homotopie von der
nichtlinearen Abbildung auf eine lineare Abbildung:

1
z — (o + \)Tx + Zg(t% A,

die f nach id—(po+A)T" deformiert. Die Homotopie ist zuléssig, da es sonst nichttriviale
Losungen von f = 0 in der Kugel B.(0) gébe (die Punkte tx). Mit dem Satz von
Leray-Schauder, Satz 4.6, konnen wir den Grad der linearen Abbildung als den Index
der Nullstelle berechnen: Fiir A € (—¢,¢) gilt

d= (1™, B0) =3 ne((ao+ NT).

o>1

Um Eigenwertgleichungen umzuformen rechnen wir nach:

o
+MNTer=0x, oc>1 <= Tr= r, o>1
(10 ) 1o + A
1
<— Tr=0x, 7> .
po + A

Daher gilt
5> (po+A) 1
Fiir € > 0 klein genug und —e < A_ < 0 < Ay < ¢ gilt dann
BAL) = BA-) =no(T) € 2Z + 1,
wobei die letztere Bedingung nach Voraussetzung gilt. Wir finden
d = (_1),30\—) _ _(_1)ﬂ(>\+) = —d,
im Widerspruch zu d € {+1}. O

Wir wollen mit einem Beispiel zeigen, dass im Falle gerader Vielfachheit tatséchlich
keine Verzweigung stattfinden muss.

Beispiel 1: Gerade Vielfachheit. Zu x = (11, 22) € X := R? betrachten wir
3
— _ 1 Ly ) _
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Dann gelten Annahmen 1-4 mit 7' = id und py = 1. Dann ist p ein Eigenwert von T’
mit Vielfachheit 2.
Fiir jede Losung (x, \) gilt:

Ozf(x,)\)-(_x2 ) =y + a7,

X1

also x = (z1,25) = (0,0). Wir sehen, dass es nur die trivialen Losungen gibt. Der Punkt
A = 0 ist kein Verzweigungspunkt.

Beispiel 2: T-Kreuzung. Das zweite Beispiel illustriert den Unterschied in den Ver-
zweigungsresultaten 'Krasnoselskii’ und 'im einfacher Eigenwert’ (néchster Abschnitt).
Im Satz von Krasnoselskii haben wir schwéchere Voraussetzungen (keine Differenzier-
barkeit und nur 'ungerade Vielfachheit’), aber auch eine schwichere Aussage (keinen
transversal den trivialen Ast schneidenden nichttrivialen Ast). Das vorliegende Beispiel
zeigt, dass man im Allgemeinen auch keine wesentlich starkere Aussage erwarten kann.

Zu z € X := R3 betrachten wir T = id, pp = 1 und

flz,A) ==Xz —vw (i) el =0,

]

wobei v : S? — R3 mit v(y) L y fiir alle y. Die Funktion v verschwinde nur am Nordpol
(0,0,1). Wenn (z, \) eine nichttriviale Losung ist, dann gilt wegen f =0

v<£> eR-x.
||

Nach Wahl von v also x = (0,0, z3) mit x3 > 0. Der verzweigende Ast endet also am
trivialen Ast. Insbesondere hat er nicht die Form wie in Satz 9.6.

9.3. Lokale Verzweigung im einfachen Eigenwert

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere hinreichende Bedingung fiir eine Ver-
zweigung kennenlernen, die mit dem Satz iiber implizite Funktionen arbeitet. Da not-
wendigerweise im Verzweigungspunkt D, f = 0 gilt, werden wir etwas iiber zweite
Ableitungen voraussetzen.

Erinnerung an Bezeichnungen: Fir f : X xY — Z gilt D, f(x,y) : X — Z, wir
schreiben D, f(z,y) () = D, f(x,y)z. Die zweite Ableitung ist eine Abbildung (z.B.)
D,D,f(x,y) : Y — L(X,Z). Wir identifizieren mit D, D, f(z,y) : X x Y — Z und
schreiben D, D, f(z,y) (Z, 7).

Satz 9.6 (Verzweigung im einfachen Eigenwert). Sei A = R, XY Banachrdume,
f: X x A=Y sei C?. Wir setzen voraus:

1. Trivialer Ast:
f(O,A) =0VAeA.

62



2. Fredholm Eigenschaft:
LX) :=D,f(0,\): X =-Y
ist ein Fredholm Operator mit Index 0.
3. Notwendige Bedingung und einfacher Eigenwert:

Xo := ker L(0) = Rux.

4. Transversalitit:
DyL(0)zo & R(L(0)).

Dann kann man lokal mit zwei Zweigen auflosen. Wir zerlegen den Raum als X =
Xo @ X1. Fir Umgebungen (0,0,0) € UxV x ¥ C Xogx X1 X A gibt es eine eindeutige
Abbildung © : U — V mit 5(0) = 0 und ein eindeutiges X : U — % mit A(0) = 0, so
dass

r=x0+x1 =0 oder

f(l‘o —|—«T1,>‘) =0 = { T = 'f}(l‘o), A= 5\(330)

Falls f € C*, so gilt 9, A € C*L.

Das Bild ist wie in den ersten beiden mathematischen Beispielen. Die Losungsmenge
ist die Vereinigung zweier Aste: 1. Der triviale Ast. 2. Ein Ast, der iiber xy parametri-
siert wird.

Bemerkung 9.7 (Zum Namen ... im einfachen Eigenwert’). Betrachte die Abbildung
flx,\) = (Ao + Nz —Tx fir einen nichtlinearen kompakten Operator T : X —Y = X
mit T(0) = 0 und Ao # 0. Sei T := D,T(0). Wir wollen die vier Voraussetzungen fiir
dieses f tiberpriifen.

Voraussetzung 1 des trivialen Astes ist immer erfillt.

Voraussetzung 2 fordert, dass D, f(0,0) = (Ao + \) id — T ein Fredholmoperator mit
Index 0 ist. Dies ist erfillt nach Lemma 7.6 und Satz 8.2 (jedenfalls fiir X nahe 0).

Voraussetzung 3 ist, dass Xo = ker(\g id — T) = Ruxg. Dies ist gerade die Bedingung,
dass \g ein Eigenwert ist mit geometrischer Vielfachheit 1.

Voraussetzung 4: Wegen Dy\L(0) = id fordert man hier, dass xo ¢ R(\id—T). Dies

bedeutet, dass Ay ein algebraisch einfacher Figenwert sein soll.

Beweis. Wir beweisen nun Satz 9.6. Der Beweis erfolgt in 2 Schritten; der erste Schritt
reduziert das Problem auf eine Dimension, der Kern des Beweises geschieht im zweiten
Schritt.

Schritt 1a: Reduktion der Dimension. Wir fithren eine Ljapunov-Schmidt Re-
duktion beziiglich L(0) durch. Wir zerlegen ¥ = Yy, & Y} mit Y7 := R(L(0)) und
verwenden die Projektion ) : Y — Y auf den endlichdimensionalen Unterraum Yj mit
Kern Y;. Wegen Fredholm-Index 0 des Operators ist die Dimension von Y dieselbe
wie die von Xy = ker(L(0)), also dim(Yy) = 1. Da wir nach den Variablen z; € X; im
Co-Kern auflosen konnen, gilt fiir eine lokale Auflosefunktion v : Xg x A — X3

f(ﬂ?,)\) =0 — Qf(xo—i-v(ﬂfo,)\),)\) =0.
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Wir setzen jetzt

®<T7 )‘) = Qf(TZL‘O + U(Txm /\)7 )‘) )
® : R x R — R mit der offensichtlichen Identifikation von Rzg mit R. Damit ist das
Problem auf eine eindimensionale Gleichung reduziert.

Schritt 1b: Voraussetzungen bleiben erhalten. Wir wollen nun zeigen, dass ®
wieder die Voraussetzungen 1-4 erfiillt.

Ad 1. Die Auflésefunktion v erfiillt v(0,\) = 0: Der Punkt x; = v ist die eindeutige
Losung von Qf = 0 und x; = 0 ist eine Losung zu x¢y = 0. Mit dieser Eigenschaft von

v folgt Qf(0 4+ v(0,A),\) = Qf(0,\) =0.

Ad 2. D,®(0,)\) : R — R ist eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
Réumen und daher immer Fredholm mit Index 0.

Ad 3. Diese Eigenschaft wurde in Satz 4.9 bemerkt: Es gilt D,®(0,0) =
QD f(0,0) (xg+ Dyyv - xz0) =0, da D, f(0,0) = L(0) nach R(L(0)) abbildet.

Ad 4. Wir berechnen

Dy\D,®(0,0) = QD) [D.f(rzo + v(rzo, A), A) (xo + Dyyv(rzo, A) - x0)] (0,0)
= QD3 £(0,0) (z0 + Dqyv(0,0) - o, Dyv(0,0))
+ QD\D, f(0,0) (xo + D4,v(0,0) - 2o, 1)
+ QD4 f(0,0) (DxDyyv(0,0) (zo, 1)) -
Der dritte Term verschwindet, weil @) auf ein Element in R(L(0)) angewendet wird.
Der erste Term verschwindet auch: Wegen v(0, \) = 0 (siehe oben) gilt D v(0,0) = 0.

Wir miissen zeigen, dass der zweite Term nicht verschwindet. In Satz 4.9 haben wir
D,,v(0,0) = 0 gezeigt. Daher gilt

D)\D,JI)(O, O) = QD)\DIf(O, 0) <$0, 1> s

und dies ist nach Voraussetzung 4 ungleich Null.

Wenn wir im Folgenden die eindimensionale Gleichung ® = 0 durch \ = M) 1osen
konnen, so haben wir den Satz mit z; = 0(xg) := v(zg, A(zo)) bewiesen.

Schritt 2: Beweis im eindimensionalen Fall. Wir zeigen nun den Satz fiir X =
Z = R. Wir wollen die nichttrivialen Losungen von f(z,A) = 0 finden. Idee: Die
trivialen Losungen werden "herausdividiert’. Wir setzen

L(e, A firxz #0,
pax) = BN e
D, f(0,)) firz =0.
Lokal gilt fiir Punkte (x, \) mit x # 0:
f@,2) =0 < ¢(x,A) =0,

also eine Aquivalenz der beiden Gleichungen. Wir werden im Folgenden die 1-Gleichung
l6sen.

Es gilt v € C1, da f(0,\) = 0 und f € C?%. Weiterhin ¢(0,0) = D, f(0,0) = 0 und

DA(0,0) = DD, £(0,0) # 0.
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Deswegen konnen wir die Gleichung ¢ = 0 lokal mit dem Satz {iber implizite Funktionen
auflosen. Wir finden einen Weg A\ = A\(x), so dass lokal gilt

Y(x,\) =0 <= A= \(z).
\ ist die gesuchte Funktion. O]

Beispiel 1: Eine elementare Funktion. Fiir z € R? wollen wir die Gleichung

r+ f(x)=0

o O X
O = O
)

untersuchen, wobei f € C?(R3,R?), f(0) =0, Df(0) = 0. Der Satz liefert die Existenz
eines nichttrivialen Astes, der in (x,\) = (0,0) aus dem trivialen Ast verzweigt. Zu
den Voraussetzungen:

1. ist wegen f(0) = 0 erfiillt

2. ist erfiillt, denn X = R? ist endlichdimensional

3. ist erfiillt, denn es gilt mit A =0

A 00
ker D, f(0,0) =ker [0 1 1| =Re
0 01
4. ist erfiillt, denn es gilt
1 00
Dy\D. f(0,0) {(e1) 0 00
000
A 00
O 1 1 = R62 + Reg
0 01

Beispiel 2: Transversalitiat. Wir betrachten den allgemeinen endlichdimensionalen
Fall f : R" xR — R"™ von der Klasse C? mit trivialem Ast (f(0,\) = O¥\). Wir nehmen
an, dass die Linearisierung L(\) := D, f(0, A) die Eigenwerte

) < ) < o < () < o < (V)

besitzt, und dass diese differenzierbar von A abhéngen. Weiterhin gelte im kritischen
Punkt g fiir den k-ten Eigenwert px(N\g) = 0, der Eigenwert sei algebraisch einfach,
und Transversalitéit gelte im dem Sinne, dass

Onpr(Xo) # 0.

Dann ist in (z,A) = (0, Ag) obiger Satz anwendbar, d.h. es gibt einen nichttrivialen
Ast. Zu den Voraussetzungen:
1. und 2. sind erfiillt. 3. ist erfiillt, denn nach Voraussetzung ist p(Ag) geometrisch
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einfach. 4. Um etwas iiber D, D, f(0, \o) aussagen zu kénnen, kénnen wir nur von der
Eigenwertgleichung ausgehen:

(N xo(A) = L(A)zo(N).
Wir differenzieren nach A,

Ot (No)To(Ao) + i (Ao)Oro(Ao) = DaL(Xo)zo(Ao) + L(Ao)Orzo(Ao)-

Der erste Term ist von der Form azy mit a # 0, der zweite Term verschwindet wegen
tr(Ao) = 0, der dritte Term wird von uns benotigt, der vierte ist sicherlich im Bild von
L(\o). Wir erhalten 4., namlich

DyL(Xo)zo & R(L(0)),

falls cuzg nicht im Bild R(L(0)) ist. Aber x ist nicht in R(L(0)) wegen der algebraischen
Einfachheit des Eigenwertes. Wir sehen, dass algebraische Einfachheit zusammen mit
der Transversalitit des Eigenwertes die Voraussetzungen liefert.

Beispiel 3: Euler-Stab. Ein mit Kraft A\ belasteter Stab der Lénge L und mit
gleichméfiger Dicke wird beschrieben durch die Gleichung

2"(s) + Apz(s)\/1— |2/ (s)FP =0  Vse (0,L),

z(0) =x(L) = 0. ©-3)

(sh. Deimling [4]). Dabei ist s die Bogenlénge, = die (Quer-) Auslenkung des Stabes,
p > 0 der Elastizititskoeffizient, der Einfachheit nehmen wir hier ein konstantes p an.
Um obige Gleichungen mathematisch zu fassen, setzen wir

X :={z € C*[0,L],R) : 2(0) = z(1) = 0},
Y = C%[0, L], R),
A =R,

flz,\) :=2" + Apz/1 — |2/(s)]2.

Die Funktion f ist C? in einer Umgebung von 0 € X, denn dort gilt ||2/]|o < 1/2. Wir
priifen die Voraussetzungen des Satzes nach:

1. f(0,A) = 0 ist erfiillt fiir alle A € R.

2. Der Operator L(\) ist

LX) =D, f(0,A) : z — 2" + \pz.

Also ist L(\) ein Fredholm Operator vom Index 0 (X 3> z +— 2" € Y ist Fredholm
Operator vom Index 0, L(A) ist eine kompakte Stérung davon).

3. Die Eigenwerte des Laplace Operators sind einfach: Zum Eigenwert —k?r?/L?
gehort die Eigenfunktion wuy(s) = sin(kws/L). Die moglichen Verzweigungspunkte sind

7T2

_ 1.2
e =k L_Qp’kEN'
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4. Es gilt DyL(\) = pid, also
DyL(Nuy, = pu,, € R(L(N)) = ker(L()\))™*.

Hierbei verwenden wir, dass L()) selbstadjungiert in L? ist.

Wir finden das Verzweigungsbild der Stabgleichung in der Umgebung von = = 0:
In den Werten A\, findet eine Verzweigung statt, aufler der trivialen Losungen gibt es
lokal um Punkte (z,A) = (0, \;) nichttriviale eindimensionale Mannigfaltigkeiten von
Losungen. Die Zweige sind symmetrisch: Wegen f(z, A) = f(—x, \) ist mit (z, A) auch
(—x,\) eine Losung. Wegen der lokalen Eindeutigkeit der Zweige gilt

17(-1’0) = —17(130) > )\(—Io) = 5\(1’0) .
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10. Stabilitat der stationdren Zweige

10.1. Stabilitdt und Eigenwerte

Oft kann die Gleichung f(x) = 0 als stationdre Gleichung der folgenden instationéren

Gleichung angesehen werden:
d

Sa= ). *)

Falls uns Gleichung (*) vorgegeben ist, so sind folgende Bezeichnungen sinnvoll:
o 1 stationdre Losung : <= f(x¢) = 0.

e die stationdre Losung z ist linear stabil : <= dc > 0 : alle Spektralwerte \ von

D, f(xo) erfiillen Re (A) < —c.
o die stat. Losung zy ist linear instabil : <= es gibt einen EW A mit Re (\) > 0.

Wir haben diese Begriffe im Prolog untersucht und gesehen, dass linear stabile (in-
stabile) stationére Losungen auch im anschaulichen Sinne stabil (instabil) sind:

o x linear stabil = 3¢ > 0 : alle Losungen z(t) von (*) mit z(0) € B.(xo) erfiillen
x(t) — xo fiir t — oo.

o ¢ linear instabil = 3§ > 0Ve > 03 Losung z(t) von (*) mit x(0) € B.(zo) und
t > 0 mit x(t) € Bs(zo).

Wir betrachten jetzt die Situation von Satz 9.6. Gegeben ist ein Verzweigungsdia-
gramm. Weiterhin sei eine Stabilitatsaussage fiir einen der 4 Teildste gegeben. Daraus
wollen wir die lineare Stabilitdt der anderen 3 Teiléste bestimmen.

Nach Voraussetzung hat D, f(0,0) einen einfachen Eigenwert 0. Falls alle anderen
Eigenwerte negativen Realteil haben, so entscheidet die Fortsetzung des Eigenwerts 0
iiber die Stabilitiat eines Astes.

Genauer miissen wir folgendes tun: Sei (z(s), A(s)) ein Ast von Losungen (trivial
oder nichttrivial). Dann miissen wir eine Forsetzung des kritischen Eigenwertes finden,
also fi(s) € R und dazu a(s) # 0 mit

Dy f((s), A(s))u(s) = a(s)u(s) (10.1)

Das Vorzeichen von ji(s) entscheidet {iber die Stabilitéit des Astes.
Um dieses Programm durchzufiihren, miissen wir zunéchst zeigen, dass wir einen
einfachen Eigenwert bei einer Storung des Operators immer fortsetzen konnen.
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Definition 10.1 (Einfache K-Eigenwerte). Seien Ty, K : X — Y linear und stetig.
FEine komplexe Zahl py heifit einfacher K-FEigenwert von Ty, falls

1. Ty — poK Fredholm-Operator mit Index 0.
2. ker(Th — poK) = R xy.
3. KIEO ¢ R(Tg - /.LOK>

Bemerkung: Fiir X = Y, K = id und Ty kompakt ist ein einfacher id-Eigenwert
nichts anderes als ein einfacher Eigenwert.

Lemma 10.2 (Fortsetzung von einfachen Eigenwerten). Sei po ein einfacher K-
Figenwert von Ty mit Figenvektor xy. Dann gibt es fir ein 6 > 0 eine Fortsetzung
des Figenwertes,

w AT € LIX,Y)| |IT —Tol| <0} = R stetig

mit (Ty) = po und p(T) ist einfacher K-FEigenwert von T. Diese Fortsetzung i ist
eindeutig. Weiterhin gilt fir eine Abbildung x : T +— x(T)

ker(T — w(T)K) =Rz(T), x(T)=z0+21(T) ERzgd X; =X,
die Abbildungen p und x sind analytisch in T.

Beweis. Ohne Einschrénkung sei pi9 = 0. Wir wollen (T'— u(T) K)x(T') = 0 lsen. Dazu
definieren wir auf einer Umgebung von (0,0,7,) € R x X; x £(X,Y) die Funktion

F(rya,T) = (T —rK)(zo+x1) €Y.

Wir fassen also T' € L£(X,Y) als ein Argument von F' auf.

Da der Operator Ty nach Vorsaussetzung ein Fredholm-Operator mit Index 0 ist,
konnen wir die Rdume zerlegen: X = Xy & X; mit Xo = Rzgund ¥ =Y, Y, =
Yo ® R(Tp) mit dimYy = 1. Im Raum Y haben wir zugehoérige Projektionen @); und
Qo :=1d — Q1.

Wir berechnen nun die Ableitung von F':

D(T,:m)F(Oa 0, To) : (77, If'l) — —fKZL'O + T()if'l
= —fQO(KLL’Q) + Ql(—le’o + T(].fl) .

Es gilt Qo(Kxo) # 0 nach Voraussetzung 3. Zudem ist () o Ty : X; — Y] invertierbar.
Daher ist auch Dy, ,,)F(0,0,Tp) invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktio-

nen finden wir p(7") und z(7) fiir alle 7" nahe Tj. Diese Auflosefunktionen erben die
Regularitédt der Abbildung F'.

Es bleibt zu zeigen: a) Die Eindeutigkeit der Losung. b) Die Eigenschaften 1.-3. der
Definition fiir den einfachen K-Eigenwert u(7T).

a) Wir haben mit © = x( + x; einen speziellen Ansatz gewé#hlt. Fiir einen anderen
Ansatz (oder fiir grofles 1) konnte es weitere Losungen geben. Wir nehmen jetzt an,
dass x = Sz + x; eine normierte Losung ist, also ||z|| = 1 und

(T —rK)(Bzo+11) =0.
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Dies schreiben wir als
Toxr —rBKxg = (Ty — T)(Bro + 21) + rKa; .

Die Terme links erfiillen Thx; € R(Tp) und rBKzy ¢ R(Tp). Daher gilt eine
Abschétzung
21l + [rBl < CLITo = TSI+ [lzal]) + Irllll} -
Falls || Ty — T'|| und r klein sind kénnen wir die z;-Terme in die linke Seite absorbieren
und finden
1]l + 8] < C'|To — T)|1] -

Da (3 beschriankt ist (Normierung) liefert dies die Kleinheit von x;, und dies (wieder
Normierung) die Kleinheit von 1 — /3. Insbesondere war unser Ansatz 8 = 1 keine Ein-
schriankung. Fiir kleines z liefert der Satz iiber implizite Funktionen die Eindeutigkeit.

b) Die Eindeutigkeit von z; liefert insbesondere Eigenschaft 2.

Fiir Eigenschaft 3 miissen wir zeigen, dass

K(zo + 21(T)) & R(T — n(T)K) . (10.2)
Die Abbildungen
T:(z1,7) = (T — w(T)K)xy + 7K (zg + 2,(T)) € Y
sind invertierbar fiir T' nahe T, weil TO invertierbar ist. Dies liefert (10.2).
Eigenschaft 1 folgt aus der nachfolgenden allgemeinen Feststellung.

Behauptung A: Sei Ty : X — Y Fredholm Operator. Fiir |7° — Tp|| hinreichend
klein gilt: Auch T ist Fredholmoperator und es gilt

dimker 7" < dimker 7, codim R(T") < codim R(Tp).

Falls die Dimensionen auf der rechten Seite jeweils 1 sind, so ist 17" ebenfalls Fredholm
Operator mit Index 0.

Beweis von Behauptung A: Fiir den Fredholm Operator Ty : X — Y zerlegen
wir wie in Lemma 8.4 und verwenden X = Xo & X1, Y = Yo Y, Tolx, : X1 —
Y; invertierbar, Ty : X; x Yy — Y, (x1,%0) — Toxy1 + yo ebenfalls invertierbar. Fiir
Operatoren T mit |7 — Tp|| klein ist auch die kleine Storung T : (z1,%0) — Ta1 + yo
von Ty invertierbar. Also gilt ker 7N X; = {0} und R(T) + Y, = Y, insbesondere die
Fredholm Eigenschaft und die Aussage iiber die Dimensionen.

Fiir den Index miissen wir zeigen: R(T) = Y impliziert ker(7) = {0}. Im Falle
T(X,) =Y wire T nicht invertierbar (Losung nicht eindeutig). Also T'(X;) # Y und
daher Tzg ¢ T(X;), da sonst T nicht surjektiv ist. Dies impliziert aber ker(T") =
{0}. O

Situation: Wir nehmen an, dass X C Y und setzen K = j, die Inklusion. Weiterhin
sei die Situation von Satz 9.6 gegeben und wir haben zwei Aste (0, \) fir A € (—e1,£1)
und (z(s), A(s)) fiir s € (—e2,€2), 2(s) = sxo + x1(s). Wir wollen die Eigenwerte der
Linearisierung auf den Asten betrachten. Nach Lemma 10.2 gibt es u, j, @, fi mit

Dq f(0, Nu(X) = p(N)a(A),
Dy f((s), A(s))u(s) = a(s)u(s) .-

Unser Ziel ist es, die Vorzeichen von fi und ji zu bestimmen.
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10.2. Der Satz von Crandall-Rabinowitz

Satz 10.3 (Crandall-Rabinowitz). In obiger Situation gilt i'(0) # 0, sA'(s) — 0 und
f(s) — 0 fir s — 0. Die beiden Terme verschwinden mit entgegengesetztem Vorzei-
chen: Fir jede Folge s, — 0 mit ji(s,) # 0 gilt

sX'(s)i'(0)

fi(s)

Beweis. a) Trivialer Zweig. Wir benutzen die Charakterisierung der Eigenwertfort-
setzung auf dem trivialen Zweig,

D, f(0, N)u(A) = p(A)u(A),
und differenzieren in A = 0 nach . Dies liefert
DyD,£(0,0)u(0) + D, f(0,0)0\u(0) = 0x2(0)u(0) + (0)9\u(0) .

Wegen D, D, f(0,0)u(0) = DyL(0)zo und D, f(0,0)0,u(0) € R(L(0)) und Vorausset-
zung 4 in Satz 9.6 ist die linke Seite ungleich 0. Auf der rechten Seite gilt 2(0) = 0 und
wir schlieen daher 0, (0) # 0.

Wir werden die obige differenzierte Eigenwertgleichung nochmals verwenden. Dazu
wollen wir sie vereinfachen: Fiir ein lineares stetiges Funktional y* : Y — R mit

kery* = R(L(0)) und y* # 0 gilt

(y", DaD4 f(0,0)u(0)) = oxi(0) (y*, u(0)) - (10.4)

— -1 fir s—0. (10.3)

b) Nichttrivialer Zweig. Wir haben zwei Gleichungen zur Verfiigung. Die eine ist
die Charakterisierung der Eigenwertfortsetzung

D, f(x(s), M(s))i(s) = fa(s)ii(s).
Die zweite ist die Gleichung selbst, f(z(s), A(s)) = 0, die wir nach s differenzieren:
D, f((s), A(s))sa(s) + Daf((s), A())BA(s) = 0.
Wir subtrahieren die beiden Gleichungen voneinander und erhalten
D, f(2(s), M())(@s(s) — i(s)) + Daf (2(s), A(s)BA(s) + f(s)ii(s) = 0. (10.5)

Der Beweis besteht nun im Wesentlichen darin, in Gleichung (10.5) D, f, Dyf und @
in einer Taylor-Reihe zu entwickeln. Wir finden

0=D,f(0,0)(0sx(s) — u(s)) + o(1)(0sz(s) — u(s))
+ D, D, f(0,0) (0sx(0)s) OsA(s) + DDy f(0,0) (9sA(0)s) OsA(s) (10.6)
+ 0(8)0sA(s) + fi(s)u(0) + f(s)o(1).
Wir benutzen nun z(s) = sxo + x1(s) aus Satz 9.6, und a(s) = xo + u;(s) aus Lemma
10.2. Sie liefern 0sz(s) — u(s) € X;. Da L(0)|x, : X1 — R(L(0)) invertierbar ist, folgt
aus (10.6)
1052 (s) — als)]| < C (|sOsA(s)| + |ia(s)]) - (10.7)
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Wir projezieren nun (10.6) mit Hilfe von y* und finden wegen (y*, D, f(0,0)...) = 0
und DADAf(O, O) =0

$9:A(s) {y", DDA f(0,0)z0) + (s) (y", z0) = o(1) (s A(s)] + |fa(s)]) -
Mit Gleichung (10.4) kénnen wir im ersten Term die Klammer ersetzen und erhalten
50 M(5)On1(0) + fi(s) = o(1) (|s9sA(s)] +[A(s)]) - (10.8)

Dies impliziert die Behauptungen. [

Beispiel 1. (Musterbeispiel 1 fiir die Sitze 9.6 und 10.3). Sei G C R™ beschrénktes
Gebiet mit glattem Rand. Wir betrachten die Gleichung

flu, ) = (A+Nu—u*=0 in G,
u=20 auf 0G .

Ein Spektralsatz zusammen mit PDE-Theorie liefert: Die Eigenwerte von —A sind
0 < po < pp < pg < ... Dabeiist pg algebraisch einfach, er besitzt eine nichtnegative
Eigenfunktion wug : 2 — R. Fiir A = p ist der Kern der Linearisierung X, = R u.

Die notwendige Bedingung aus Satz 9.1 impliziert: Eine Verzweigung aus dem tri-
vialen Ast u = 0 findet hochstens fiir A = y; statt, denn nur dort ist D, f(0, u) = A+ A
nicht invertierbar (wir verzichten hier auf die Angabe von Réumen).

Die Verzweigung im einfachen Eigenwert aus Satz 9.6 liefert: In pg findet eine Ver-
zweigung statt, denn g ist algebraisch einfach, insbesondere

DyD, f(0, po)ug = id(up) = up € R(A + o) -
Nach Satz 9.6 gibt es einen nichttrivialen Ast (u(s), A(s)) mit
AO0) = po, u(s)=sug+ui(s), flu(s),A(s))=0.
Bestimmung des Verzweigungsbildes. Wir differenzieren die Gleichung
(A + po)u(s) = (=A(s) + po)u(s) + u*(s)
nach s und erhalten
(A + pio) (ttg + Dyus(5)) = (=A(5) + 10)Buu(s) — DA(s)u(s) + 2u(s)Du(s) .
Wir differenzieren nochmal nach s und werten in s = 0 aus. Dies liefert
(A + 10)0u1(0) = —20,1(0)05u(0) + 2|05u(0)|*.

Fiir den Term auf der linken Seite stellen wir fest, dass 9?u;(0) € X; L Xy, daher ist
auch die linke Seite im Komplement von Xy = R ug. Wir multiplizieren die Gleichung
mit 0su(0) = up und integrieren iiber das Gebiet G; dabei verschwindet der Term auf
der linken Seite. Wegen der Nichtnegativitat uy > 0 folgt

0 = —20,A(0)]|uo||%2 +/ 2|ugl? .
@
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Wir finden also d;A(0) = X(0) > 0. Damit ist das Verzweigungsbild bestimmt: Die
nichttrivialen Losungen sind wie sug mit s > 0 fiir Parameter A > po, und wie sug mit
s < 0 fir A < ppo.

Stabilitdtsuntersuchung. Die Eigenwerte von A + X sind alle negativ fiir A < py, fiir
A > g gibt es einen positiven Eigenwert. Also ist der triviale Ast stabil fir A < pg
und instabil fir A > py.

Der Eigenwert der Linearisierung auf dem trivialen Ast ist jig(A) = —po + A, es gilt
also @'(0) = 0,2(0) = 1. Wir stellen fest, dass 0,/1(0) # 0 auch in Satz 10.3 ausgesagt
wird. Wegen A'(s) > 0 haben wir also die Situation

sgn(s\'(s)) =sgn(s) und sgn(@'(0)) =1.

Wir konnen aus der Formel (10.3) fiir die Limiten schliefen, dass

sgn(fi(s)) = —sgn(s)

fiir kleine s. Also ist der nichttriviale Ast stabil fiir s > 0 und instabil fiir s < 0.

AS AS

| A } f

/ l t '

' i

Abbildung 10.1.: Die Verzweigungsbilder mit Stabilitatsresultaten in den Musterbei-
spielen 1 und 2

Beispiel 2. (Musterbeispiel 2 fiir die Sdtze 9.6 und 10.3). Wir variieren nun das
erste Beispiel und betrachten die Gleichung

flu,p) = (A+Nu—u*=0 inG,
u=20 auf 0G'.

Die moglichen Verzweigungspunkte (auf der trivialen Achse) sind wieder genau die
i, in (0, po) findet eine Verzweigung statt, der nichttriviale Ast sei gegeben durch
(u(s), A(s)). Differenzieren der Gleichung liefert

(A + p10) (ug + Asur (8)) = (o — A(8))su(s) — A(s)u(s) + 3u(s)?su(s).
Wir differenzieren nochmal nach s:

(A + o) 9ur(s) = (1o — A(s))07u(s) — 20:A(s)dsu(s)
— O2X\(s)u(s) + 3u(s)?0%u(s) + 6u(s)(Osu(s))?.
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Wir multiplizieren diese Gleichung mit wug (L?-Skalarprodukt). Wieder verschwindet
die linke Seite, iibrig bleiben die Terme

0 = —29,M(s)|lug||* — O2X(s)s]||uol]* + O(s%) + 6/ s|uol?|0su(s)|?.
G

Daraus schlieen wir in einem ersten Schritt, dass dsA(s) gegen 0 geht fiir s — 0, also
0sA(0) = 0. Die Taylor-Entwicklung des ersten Termes liefert dann

—2020(0)s||uol* — OIA(s)s]|uol* + 6/ sluo|?|0su(s)* = o(s).
G
Wir teilen durch s und bilden den Limes s — 0 und schlieflen

2
A0 :—/ ol
s () ||U0|’2 G’ 0’

Insbesondere ist 9?\(0) positiv, die Verzweigung geht also 'nach rechts’, man sagt, die
Verzweigung ist superkritisch.

Wir wissen schon, dass der triviale Ast stabil ist fiir A < pp und instabil fiir A > p.
Mit der Formel von Crandall und Rabinowitz bestétigt man, dass der nichttriviale Ast
stabil ist. Man verifiziert damit eine Aussage, die man auch mit einem ’Pfeilchenbild’
erhalten kann.
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11. Globale Verzweigung

11.1. Der Satz von Rabinowitz

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich die nichttrivialen Aste verhalten
kénnen, wenn sie die bisher betrachtete kleine Umgebung des Verzweigungspunktes
verlassen.

Die Situation ist wie in Abschnitt 11.2: X ist ein Banachraum, Qc X X R eine offene

Umgebung von (0, ), T : X — X linear, stetig und kompakt, g : cl(Q2) — X stetig
und kompakt mit g(z, ) = o(||x||) fiir ||z|| — 0, gleichméBig in A. Wir betrachten

flx,\):=x— XTx + g(x, \).

1/ sei ein Eigenwert von 7' mit ungerader (algebraischer) Vielfachheit.
Wir betrachten nun die Menge der nichttrivialen Losungen,

N = {(m) e Q|f(z,\) = 0,z # o}.
Uns interessiert im speziellen der Ast, der in (0, \) entstanden ist. Wir setzen

C := Zusammenhangskomponente von N, die (0, \g) enthilt.

Dabei verwenden wir folgende Definitionen: eine Menge heiffit zusammenhéngend, falls
es keine Zerlegung in nichttriviale offene Teilmengen gibt. Eine Zusammenhangskom-
ponente ist eine maximale zusammenhéngende Teilmenge.

Unser Hauptresultat in diesem Abschnitt ist der folgende Satz.

Satz 11.1 (Rabinowitz). Die Menge C' liuft entweder gegen Q) oder zuriick zum tri-
vialen Ast {0} x R\ (0, A).

Oftmals ist @ = X x R der gesamte Raum. Dann bedeutet die erste Moglichkeit,
dass C' unbeschrinkt ist.

Beweis. Wir haben die Aussage bewiesen, falls in folgender Annahme einen Wider-
spruch finden:

Es gibt eine beschrinkte Teilmenge Q € Q mit C C €, so dass C NI =
und C N {0} x R = {(0,\)}.

1. Schritt: Die Zusammenhangskomponente C ist kompakt. f ist von der
Form id + kpt, also nach Proposition 10.1 eigentlich, d.h. Urbilder (in beschriankten
Mengen) von kompakten Mengen sind kompakt. Also ist (f]g)~!(0) kompakt. Es gilt
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N = (flg)71(0) \ ({0} x R) und daher ist auch die abgeschlossene Teilmenge N N
kompakt. Dann ist auch die Zusammenhangskomponente C' kompakt.

2. Schritt: Zerlegung der Nullstellenmenge.

Zuéchst wihlen wir 6 > 0 so, dass in dem Intervall {0} x (Ao — 26, Ao+ 20) der Punkt
(0, Ag) der einzige Verzweigungspunkt ist. Dies ist moglich, weil das Spektrum von T
kompakt ist (siehe notwendige Bedingung fiir eine Verzweigung).

Abbildung 11.1.: Die offene Umgebung €2y von C

Die Anwendung eines topologischen Lemmas (sieche Lemma 11.2 unten) auf den me-
trischen Raum M = N N erlaubt es uns, die Menge M in zwei kompakte Teilmengen
zu zerlegen.

Resultat: Es gibt zwei disjunkte, kompakte Mengen My, My C M, M; U
My = M, so dass C' C M; und es gilt: Jede zusammenhéngende Menge
D C M mit

DNOQURN\ (Mg — 8, X9 +0)) # 0

ist enthalten in M,.

Diese Aussage folgt durch Anwendung von Lemma 11.2 auf den metrischen Raum M
(mit der induzierten Metrik des Raumes X X R) mit den zwei Mengen A := C und
B :=MnNOQUR\ (A — 6, g+ 0)). Das Lemma liefert uns dann die disjunkten
kompakten Mengen M, M,, die insbesondere einen positiven Abstand haben.

Wir konstruieren nun eine offene Umgebung €2y von M7, so dass auf dem Rand von €
keine nichttrivialen Nullstellen von f liegen. Dazu wéhlen wir zunéchst eine Umgebung
von My, die My nicht trifft. Diese Menge modifizieren wir noch so, dass fiir ein kleines
p > 0 zusatzlich gilt

QQ N ({0} X R) = [)\0 — (5, )\0 + 5],

Bp(O) X ()\0 — 5, /\0 + 5) - Q(),

3. Schritt: Berechnung der Abbildungsgrade.
Mit der Notation
Qo(N) == {(z, \) € QN =)}
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konnen wir Abbildungsgrade berechnen. Die Zahl

d(f(v )‘)7 QO()‘>7 0)

ist unabhéngig von A € (A\g—d, \g+ ). Wohlgemerkt, dies ist nicht nur die Homotopie-
eigenschaft (d4). Man verwendet zusétzlich, dass die Nullstellenmenge einen positiven
Abstand zum Rand hat, um lokal das Gebiet konstant zu wéahlen. Formal wird dabei
das Ausschneideaxiom (d5) verwendet.

Wir wahlen nun zwei Zahlen Ay, Ay, beide nahe genug an Ay und mit A\; < Ag < As.
Wir wollen den obigen Grad an den zwei Stellen \; berechnen. Wegen (d5) gilt

= d(f(, 2:), Q0(Ni) \ B,(0),0) +d(f (-, M), B,(0),0)

Der erste Term der rechten Seite verschwindet, denn wir kénnen :\1 = A\ soweit nach
links verschieben (und Ay = Ay soweit nach rechts), dass die Mengen Qq(\;)\ B,(0) leer
sind. Damit ist der Abbildungsgrad dann 0.

Der zweite Term der rechten Seite ist gerade der Index von f(., ;) in der 0. Nach
Voraussetzung iiber die ungerade Vielfachheit von 1/)q springt dieser Index. Dies liefert
den gesuchten Widerspruch, denn die linke Seite ist gleich fiir i = 1, 2. O

Lemma 11.2. Sei (M,d) ein kompakter metrischer Raum, A C M eine Zusammen-
hangskomponente und B C M abgeschlossen mit AN B = {}. Dann gibt es kompakte
M, D A, My D B, so dass M = My U My und M; N My = {}.

Beweis. Man verwendet den Begriff der e-Ketten: a,b € M sind durch eine e-Kette
verbindbar, falls es endlich viele Punkte z4,...,2, gibt mit z; = a, x, = b, und
d(zg, vp1) <eVk=1,...,n— 1.

Mit diesem Begriff setzen wir

A, = {x € M| Je-Kette von a € A nach z}.

Bild: Vielleicht néhert sich M \ C' an unendlich vielen Stellen C. Dann werden die Teile
von M \ C, die niher als ¢ heranreichen, in die Menge A, mitgenommen (obwohl es
vielleicht keine Wegverbindung gibt).

Es gilt A C A. und A, ist offen (eine e-Umgebung ist auch noch enthalten) und
abgeschlossen (da es keine Kette nach z € M \ A, gibt, kann es auch keine zu einem
Punkt in B.(z) geben, also B.(z) C M \ A.). Daher sind M; = A. und My = M \ A.
Kandidaten fiir die gesuchten Mengen. Es bleibt zu zeigen: B C M \ A, fiir ¢ > 0 klein
genug.

Wir nehmen das Gegenteil an; zu € = % gibt es dann e-Ketten X,,, die einen Punkt
b, aus B mit einem Punkt a, aus A verbinden. Wegen Kompaktheit von A und B
kénnen wir a, — ag € A und b, — by € B annehmen. Wir betrachten

My :={x € M|3z" € X,, : z ist Hiufungspunkt von (z"),en} -

Dann ist M, abgeschlossen nach Definition, und daher kompakt. Angenommen, M,
wére nicht zusammenhéngend und koénnte also in zwei abgeschlossene Teilmengen C
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und Cy zerlegt werden. Dann gilt p := dist(Cy, Cy) > 0. Fiir beliebige Punkte ¢, co
und € > 0 gilt, dass die Punkte durch eine e-Kette in M verbunden werden koénnen
(gehe von einem Punkt nahe ¢; zu @ und von einem Punkt nahe ¢y zu a und mache
daraus eine Gesamtkette). Wir wihlen € = p/3 und finden in den Ketten Punkte 2",
die mindestens Abstand p/3 zu beiden Mengen C; haben. Diese Punkte haben einen
Héaufungspunkt, der in keiner der C; liegt — ein Widerspruch zu C; U Cy = M. Also
ist My zusammenhéngend.

Wir schliefen My C A, da A eine Zusammenhangskomponente ist und ag € M. Es
ist aber auch by € My nach Konstruktion und daher by € AN B, ein Widerspruch. [

11.2. Beispiel fiir globale Verzweigung

Wir betrachten auf dem Intervall (0, 7) fiir u € X := {v € C*((0,7),R)|v(0) = v(7) =
0} die Gleichung
O2u 4+ Au— ®(.,u(.), 0u(.)) = 0. (11.1)

Dabei sei @ : (0,7) x R x R — R eine Nichtlinearitit mit |®(xz,s,p)| < C(|s|* +
|p|?)Vz, s, p. Der Laplace Operator A : X — C°((0,7),R) ist invertierbar, durch An-
wendung von T := A~! formen wir die Gleichung um in

fu,A) :=u+ AXTu— N(u) =0.

Diese Gleichung erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 9.6 und es gibt Verzweigungen
in allen Eigenwerten, also in A\, = —k?,k = 1,2,... (alle Eigenwerte sind einfach).
Seien C} die zugehorigen Zusammenhangskomponenten der Losungsmenge. In diesem
Beispiel konnen wir das Verhalten der Losungsiste global bestimmen, weil man im
eindimensionalen Nullstellen z&dhlen kann.

Satz 11.3. Fir jedes k € N ist die Nullstellenmenge Cj, der Gleichung (11.1) unbe-
schrankt in X x R. Sie besteht aus Funktionen u mit genau k — 1 einfachen Nullstellen
in (0,7).

Beweis. Sei S* die Menge von Funktionen u € X mit genau k — 1 einfachen Nullstellen
in (0,7) und 9,u(0) # 0, dyu(m) # 0. Dann ist S* offen in X und S* N S™ = {} fiir
k # m. Fir den Losungszweig wissen wir lokal u(s) = sux+o0(s), wobei uy(x) = sin(kx)
die Eigenfunktion zu A\, = —k? ist. Daher erfiillen u(s) aus dem k-ten Zweig u(s) € S*.

Angenommen, in C}, giibe es Losungen (u, \) ¢ S*. Dann miifite es auch ein u € C,
geben, das eine doppelte Nullstelle hat. Da u aber eine gewohnliche Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung erfiillt, wire dann u = 0 (die Differenzialgleichung fiir u erlaubt
die Eindeutigkeitsaussage mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas). Damit wire C}, wieder
zum trivialen Ast zuriickgekehrt, was weder in den A,,,, m # k (Anzahl der Nullstellen),
noch in anderen Punkten mdoglich ist (sind keine Verzweigungspunkte).

Bemerke, dass die Aste 'nach oben’ und 'nach unten’ im Verzweigungsbild durch das
Vorzeichen von d,u(0) global unterschieden werden konnen. O

78



12. Hopf-Verzweigung

12.1. Aufgabenstellung

In diesem Abschnitt betrachten wir die gewohnliche Differenzialgleichung

Op(t) = f(x(t), N, (12.1)

und nehmen immer an, dass xy = 0 eine stationdre Losung ist, d.h. f(0,\) = OVA. Wie
zuvor interessieren uns Punkte (0, \g), in denen die Stabilitat von z sich &ndert.
Wenn man z.B. Gleichungen vom Typus 0,u = Au+ f(u) untersuchen méchte, dann
ist es sinnvoll, anstelle der DGL das zugehorige dynamische System zu betrachten,
welches einen Startwert x auf den Wert x(¢) wirft, wobei z(.) Losung der Gleichung
zum Parameter \ ist.
Xz T(z,t,\) € X. (12.2)

Wir wollen nun die Grundidee der Hopf-Verzweigung skizzieren.

Lineare Gleichung. Wir betrachten die Gleichung fiir x = (x1, x2),

O = ( i ;1 )x (12.3)

Fiir A = 0 hat diese Gleichung sehr spezielle Losungen, namlich x(t) = a-(sin(¢), cos(t)),
wobei a € R beliebig ist. Wir finden also eine Schar von (nichttrivialen) periodischen
Losungen der Gleichung. Wir wollen im Folgenden die Losungen a-(sin(t+), cos(t+¢))
nicht als neue Losungen ansehen, denn es sind die alten, nur phasenverschoben.

Fiir A < 0 spiralen alle Losungen in die 0 hinein, fiir A > 0 spiralen alle von der 0
weg. Dies ist typisch: Die stationdre Losung xg = 0 hat fiir A = 0 ihre Stabilitéit ver-
loren. Wéhrend dieses Prozesses sind keine weiteren stationédren Losungen entstanden,
sondern periodische.

Nichtlineare Gleichung. Wir betrachten nun die modifizierte Gleichung fiir x =
(1'17 x2)7

A -1
O = ( 1 A )x — ||z ||z (12.4)

Fir A > 0 hat diese Gleichung die speziellen Losungen x(t) = a - (sin(¢), cos(t)) mit
a’* = . Wir finden also wieder eine Schar von (nichttrivialen) periodischen Lésungen
der Gleichung.

Das Ergebnis dieser Einleitung kann in folgendem Bild zusammengefasst werden. Die
Abbildung zeigt die Menge der (s, \), so dass (0, s) Startwert ist von einer periodischen
Losung zu f(., A). Die Nichtlinearitét verbiegt den nichttrivialen Ast, aber die Struktur
der Losungsmenge bleibt erhalten.
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Abbildung 12.1.: Die Menge von Startwerten fiir periodische Losungen im linearen und
im nichtlinearen Fall

12.2. Fixpunkte der Zeit-t-Abbildung

Fiir unseren Beweis verfolgen wir die folgende Idee. Fiir A = 0 wandert ein Punkt (s, 0)
der Ebene in der Zeit 27 wieder genau auf den Startpunkt. Eine Nichtlinearitdt wird
die Bahn verschieben, so dass sie nicht genau wieder (s, 0) trifft. Aber: Vergrofiern von ¢
schiebt den Zielpunkt nach oben, vergréfiern von A nach rechts. Durch Anpassen dieser
zwel Parameter treffen wir genau wieder (s, 0).

Wir wollen auch Gleichungen in Banachrdumen zulassen und betrachten daher
zunéchst die allgemeine Situation: X Banachraum, T'(z,¢, \) ein dynamisches System
auf X (wir verzichten hier auf die Definition von ’dynamischem System’, wesentlich
ist, dass T'(z,t, A) fir alle t € R, definiert ist, und T'(.,t + s, A) = T'(.,t,\) o T'(., s, \)).
Die Abbildung T'(.,t) heifit auch Halbgruppe.

Lemma 12.1. Wir betrachten eine Abbildung T : X x Ry x R — X der Klasse C*
mit T(0,t,\) =0 fiir allet > 0, A € R. Die Linearisierung in der Null sei

L(t,\): X - X,z — D, T(0,t,\) (x) .
Wir setzen voraus:

a) id— L(to, Ao) ist Fredholm Operator vom Index 0 und hat einen 2-dimensionalen
Kern Xy = span(u,v).
Insbesondere finden wir eine Projektion P auf ein Co-Bild Yy von Yy = R(id —
L(to, Xg)) mit ker P = Y7.

b) Folgende Abbildung ist invertierbar:

Dy PL(to, Ao) (u) : R X R = Y,

Dann gibt es eine Schar von Fixpunkten (das dynamische System hat eine Schar peri-
odischer Liosungen): Fir kleines s finden wir Startwerte x(s) = su + x1(s), Perioden
t(s) = to + o(1) und Parameter A(s) = Ao + o(1), so dass

T(x(s),t(s), Als)) = x(s)-
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Beweis. Wir machen zunéchst eine Ljapunov-Schmidt Reduktion mit Parameterraum
A =TR? > (t,)\). Die Gleichung x — T'(x,¢,\) = 0 wird lokal genau dann von z geldst,
wenn

r = xo + x1(x0,t, \),
O(xg,t, ) := Pxg — PT(xg + x1(x0,t, \), t, A) = 0.

Hierbei gilt x1(0,¢,\) = 0 und D,,z1(0,tp, A\g) = 0. Wir machen den speziellen Ansatz
xo = su und schreiben nun die Verzweigungsgleichung dquivalent als

%@(su, t,\) fir s #0,

Wis,t ) = { D.®(0,4,\) (u)  fiir s = 0. (12.5)

Die nichttrivialen Nullstellen von ® sind genau die nichttrivialen Nullstellen von W; die
Abbildung ¥ ist von der Klasse C'. Wir haben eine spezielle Nullstelle von ¥,

\P(O,tm /\0) = Pu — PL(t(), /\0) <U> = 0.

Wir wollen nun auch fiir kleine s # 0 lésen, wir wollen also nach (¢, \) auflésen. Dies
geht mit dem Satz iiber implizite Funktionen, falls

D(t)\)\IJ(O, lo, )‘0) = D(tak)(Pu - PL<t7 )‘) <U>)|(t0,)\0) = _D(tJ\)PL(tm )‘0) <u>

invertierbar ist. Das war vorausgesetzt. O

12.3. Der Satz von Hopf

Satz 12.2 (Hopf-Verzweigung). Sei f € C*(R™ x R,R™) mit f(0,\) = OVA € (—4,9).
Wir nehmen an:

1. Imaginidre Eigenwerte: Die Linearisierung A(\) := D, f(0,X) hat fir A = Ao
die konjugiert komplexen einfachen Eigenwerte iy, By € R,..

2. Resonanz: Alle Vielfachen kify sind keine Figenwerte von A(\).

3. Transversalitit: Die C'-Fortsetzung a(\) 4+ i8(\) des Eigenwertes iy erfiillt
a)\Oé()\()) 7é 0.

Dann hat die Gleichung Oyx = f(x, \) eine Schar von nichttrivialen periodischen Ldsun-
gen der Form x(t,s) zu Parametern A(s) = Ao + o(1) mit Periode t(s) = 2m/y + o(1)
und Startwerten x(0,s) = su + o(s) fir kleine s.

Beweis. Die Aussage ist genau die aus Lemma 12.1 fir ¢y := 27/5y und T das dy-
namische System zu f. Wir miissen die Voraussetzungen a) und b) aus dem Lemma
nachpriifen. Ausgangspunkt ist folgende Behauptung:

Falls T'(., ¢, \) die Poincaré Abbildung zu x +— f(z, A) ist, dann ist L(t, A) (.)
die Poincaré Abbildung zu x — A - x.
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Der Beweis ist elementar: man betrachtet 0,7(xo,t) = f(T(zo,t)) und differenziert
nach z in eine Richtung z:

B,L(t,\) () = D,O,T(0,t,)) (Z)
= D, f(T(0,4))D,T(0,t,\) (z) = AL(t, \) (z) .

Wir betrachten nun die Komplexifizierung C™ des Raumes R" und zerlegen C" in die
verallgemeinerten Eigenrdume von A. Zu einem Eigenvektor v mit Eigenwert p gehort
die Evolution

v(t) == wve 16st Ow(t) = Av(t).

Also wird der Kern von id — L(tg, Ag) aufgespannt von den Eigenvektoren von A, fiir
die e'* = 1, also fiir to = 27/, von den Eigenvektoren mit Eigenwerten ik/. Unter
Annahmen 1. und 2. ist der Kern 2-dimensional.

Wir wéahlen nun zwei Eigenvektoren u,v, so dass Au = ifyu, Av = —ifyv. Als
entsprechende reelle Basisvektoren konnen w; := Re v und wy := Im u gewéhlt werden,
fiir diese gilt Aw; = Re (Au) = Re (ifou) = —folm u = —fFyw, und ebenso Awy =
Bows. Als Projektion P wihlen wir die Projektion auf span(w,wy) C X.

Wir setzen w und v fort zu Eigenvektoren w(\), v(A\) mit Pu()\) = u, Pv(\) = v zu
Eigenwerten a(X\) £¢3(X). Fiir diese wollen wir D »)PL(to, Ao) : R xR — X aus dem
Lemma berechnen. Es gilt

L(t, A) s u(X\) — eleXEBONL, (\)
also ebenso auch fiir die Projektion PL. Wir differenzieren nach ¢t und A und erhalten

(9tPL(t0, )\0) <U> = iﬁou,
ONPL(to, M) (1) = (o’ (Ao)to + i (o).

In der Schreibweise mit reellen Basisvektoren w; und ws lautet dieses Ergebnis

8tPL(t0, )\0) <U)1> = —60102,
a/\PL(to, )\0) <U)1> = Oé/()\o)towl — 6/<)\0)'w2.

Wegen der Transversalitit (3) o/(Ag) # 0 ist die Abbildung D ) PL(to, Ao) (w1) : R? —

Xo = span(wy, wy) invertierbar. Dies war zu zeigen. O

Anmerkung zum Beweis: Unser Beweis rechtfertigt die Vorstellung, dass wir im R?
im Punkt (s,0) starten, und nach Zeit ¢ wieder in (s,0) sein wollen. Durch Wahl der
beiden Parameter ¢ und A\ konnen wir dies erreichen.

Ein Beispiel. Betrachte den Oszillator

v+ W) =N +y=0.

Wir schreiben dies als System, u = (y,v'),
, (0 1 B 0
e o) us )’
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Die Eigenwerte sind p € C mit
—p(=p+A)+1=0,

also

1
P12 = 5()\ + \/)\2 — 4)

Fiir A = A\g = 0 finden wir konjugiert komplexe Eigenwerte mit
1
8ARe P12 = 5 75 0.

Es geschieht also eine Hopf-Verzweigung in A = 0; es gibt nichttriviale periodische
Losungen kleiner Amplitude in der Ndhe von ).

12.4. Ein alternativer Beweis der Hopf-Verzweigung

Eher im Geiste dieser Vorlesung wére ein anderer Beweis fiir die Existenz nichttri-
vialer periodischer Losungen. Wir kénnten einen Raum von Funktionen w : ¢ +— wu(t)
definieren und in diesem Raum die Gleichung

Fu,\) == du() — fu(),\) =0

betrachten. Gesucht sind periodische Lésungen, wir sollten also einen Funktionenraum
periodischer Funktionen wéhlen. Ein Problem ist, dass die Periodenldnge T auch un-
bekannt ist. Daher skalieren wir die Gleichung um:

U(r)=w(T- 1), 0;U(T)=T-fU(T),\).

Wir suchen T-periodische Losungen u, also 1-periodische Losungen U. Also:
Aufgabe: Finde X nahe Ao und T nahe T und nichttriviale

UeX:=C,.(01,R")

= {u e C'([0, 1], R™)|u(1) = u(0), du(1) = du(0)},
welche fiir

F:XxRxR—=Y:=C° ([0,1],R"),

per
FUMNT):=0U—-T- f(U,\)
die Gleichung F(U, A\, T') = 0 losen.

Wir kénnen nun die Hopf-Verzweigung wie die vorherigen Verzweigungen (also als
stationdre Verzweigung) auffassen kann. Wieder bestimmen wir den Kern der Lineari-
sierung. Diesmal ist dieser Kern zweidimensional:

Uyt — wy - sin(2nt) + wy - cos(27t),
Uy 1 t — wy - cos(2mt) + wy - sin(27t),
ker DUF(O, )\0, To) = {Ul, UQ} s
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wobei w; und wy Vektoren in X sind, beziiglich denen die Matrix A = D, f(0, \) die
Darstellung
(& o)
Bo O
hat.

Der Kern der Linearisierung von F' ist also 2-dimensional, dafiir miissen wir auch
nach 2 Parametern 7" und X auflésen. Dies konnen wir nicht mit unseren fritheren Sétzen
tun, da dort ungerade Dimensionen betrachtet wurden. Der Zweidimensionalitét liegt
eine besondere Symmetrie von F' zugrunde: F' bildet Zeit-s-translatierte Funktionen
wieder auf ebenso Zeit-s-translatierte rechte Seiten ab. Daher besteht auch der Kern
aus einer Funktion und ihren Zeit-Translationen, auch die nichttrivialen Losungen sind
ein Symmetrieorbit einer einzigen Funktion.

Man kann diese Ideen zu einem Beweis machen, indem man die Symmetrie ’her-
ausdividiert’. Daher kann man Hopf-Verzweigung auch verstehen als eine statioére
Verzweigung mit einer Symmetrie. Der Vorteil des von uns durchgefiihrten Beweises
ist, dass er problemlos auch auf z.B. die Warmeleitungsgleichung anwendbar ist, denn
das zugehorige dynamische System hat sehr schone Eigenschaften (z.B. Kompaktheit).
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